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LA CONJECTURE DE MANIN POUR 
CERTAINES SURFACES DE CHÂTELET 

par 

Kevin Destagnol 


Abstract. — Following the line of attack from La Bretèche, Browning and Peyre, we prove 
Manin’s conjecture in its strong form conjectured by Peyre for a family of Châtelet surfaces 
winch are defined as minimal proper smooth models of affine surfaces of the form 

Y 2 -aZ 2 = F(X, 1 ), 

where a = —1, F g Z[xi,X 2 ] is a polynomial of degree 4 whose factorisation into irreducibles 
contains two non proportional linear factors and a quadratic factor which is irreducible over 
Q['<], This resuit deals with the last remaining case of Manin’s conjecture for Châtelet surfaces 
with a = — 1 and essentially settles Manin’s conjecture for Châtelet surfaces with a < 0 . 
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1. Introduction 

On définit la surface de Châtelet S a p comme modèle minimal propre et lisse de variétés 
affines de Aq de la forme 

X 2 - aY 2 = F(X, 1) 

où F est une forme binaire à coefficients entiers de degré 4, de discriminant non nul et a 
un entier qui n’est pas un carré. Ces surfaces introduites par Châtelet (uni et m) sont 
arithmétiquement très riches puisqu’elles correspondent à l’exemple historique donné en 1971 
par Swinnerton-Dyer de variétés ne satisfaisant ni le principe de Hasse ni l’approximation 
faible. Elles sont également des désingularisations minimales de surfaces de del Pezzo de 
degré 4 de type de singularité 2A 1 conjuguées [TJ remarque 2.3]. Les surfaces de del Pezzo 
ont été parmi les premières à être considérées dans le traitement de la conjecture de Manin 
(H. m, Isa ou encore [26] entre autres) puisque les plus simples dans la classification 
birationnclle d’Iskovskikh [25] . 

L’objet de cet article est de décrire la répartition des points rationnels sur les surfaces de 
Châtelet dans les cas où S a _p := S avec F produit de deux formes linéaires F\ et F 2 non 
proportionnelles par une forme quadratique F 3 irréductible sur Q[i] et a = —1. Tous les 
éléments quant à la géométrie de ces surfaces dont nous auront besoin ont été démontrés 
dans [lu et [Tü] et sont résumés dans [9] et [7] dans le cas où F est scindé. Ils s’adaptent 
au cas présent sans difficulté. En particulier, le système linéaire anticanonique IüùT 1 ! est sans 
point base, ce qui donne lieu à un morphisme ^ : S —* P 4 . On s’intéresse alors à la quantité 

N(B) = #{z e S(Q) I (H 4 oÿ)(x)^B}, 

où iL 4 est une hauteur sur P 4 (Q) qui sera définie en section 6.1. Le rang du groupe de Picard 
de S vaut ici 2 [9] si bien que la conjecture de Manin prend la forme 

N (B) ~ csB log(R) 

pour une certaine constante cg > 0. Peyre [30] dans un premier temps, puis Batyrev et 
Tschinkel [Tj dans un cadre plus général, ont proposé une expression conjecturale de la 
constante cg s’exprimant en termes d’une mesure de Tamagawa sur l’espace adélique associé 
à la surface S (voir aussi la formule empirique donnée par Peyre dans m formule 5.1]). 

D’après nu et ra. l’obstruction de Brauer-Manin est la seule obstruction au principe de 
Hasse et à l’approximation faible pour les surfaces de Châtelet et en particulier les surfaces 
considérées spécifiquement dans cet article ne satisfont pas nécessairement l’approximation 
faible mais satisfont le principe de Hasse. Il s’agit ici du troisième cas, après [7] et [SJ, pour 
lequel la conjecture de Manin dans sa forme forte conjecturée par Peyre dans |31l formule 
5.1] est établie par des méthodes de descente sur des torseurs pour une classe de variétés ne 
satisfaisant pas l’approximation faible. 

Les travaux de La Bretèche, Browning et Peyre [7] utilisant l’approche par les torseurs 
versels (introduits par Colliot-Thelene et Sansuc dans 112j . pL3] et ra et utilisés dans ce 
cadre pour la première fois par Salberger dans [34]) ont permis dans un premier temps 
d’établir la conjecture de Manin dans le cas de factorisations de type un produit de formes 
linéaires non proportionnelles [7], puis les travaux de La Bretèche et Browning ont fourni le 
cas d’un produit d’une forme linéaire et d’une forme cubique irréductible sur Q [6j, et enfin 
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les travaux de La Bretèche et Tenenbaum ceux d’une forme irréductible sur Q[f] de degré 4 
ou d’un produit de deux formes quadratiques irréductibles sur Q[î] [S], 

On achève dans cet article la preuve de la conjecture de Manin dans le cas des surfaces de 
Châtelet avec a = —1. Le théorème suivant améliore notamment la borne N (B) <C B log (B) 
obtenue par Browning dans . 

Théorème 1.1. — Lorsque a = — 1 et F = F\F 2 F 3 avec F\ et F 2 deux formes linéaires 
non proportionnelles et F 3 une forme quadratique irréductible sur Q[z], on a 

N (B) ~ cqB log(L>), 

B—>+oo 

où la constante co = es est la constante conjecturée par Peyre. 

Remarque: On peut se convaincre assez aisément que les méthodes développées ici per¬ 
mettraient de généraliser le résultat à tous les a < 0 mais au prix d’un certain nombre 
de complications techniques comme expliqué dans [S, Introduction], Le cas a > 0 semble 
nécessiter une approche différente du fait du nombre infini d’unités du corps quadratique 
réel Q (y/a). 

La méthode utilisée ici suit celle développée par La Bretèche, Browning et Peyre dans 
le cas précédemment cité. En particulier, la résolution de ce problème repose essentiellement 
sur l’estimation asymptotique de sommes du type 

S(X)= Y. r(Fi(x))r(F 2 (x))r(F 3 (x)), (1.1) 

xez 2 nXB. 

pour une région KcR 2 convenable et où r(n) désigne le nombre de représentations d’un 
entier n comme somme de deux carrés. On rappelle qu’on a l’expression 

r(n) =4 ^y(d), 

d\n 

où x désigne le caractère de Dirichlet non principal modulo 4. La méthode pour estimer ces 
sommes est inspirée de l’article [5] où le même genre de sommes est étudiée mais pour la 
fonction r nombre de diviseurs à la place de la fonction r. Pour la vérification de la conjecture 
de Peyre, on s’inspire ici de [8] et de [T], Cependant, à la différence du cas traité dans [T], 
on établit que le traitement de la conjecture de Manin se fait au moyen d’un passage sur des 
torseurs distincts des torseurs versels dont on donne une description précise en section 7. 

Remerciements.- L’auteur tient ici à exprimer toute sa gratitude à son directeur de thèse 
Régis de la Bretèche pour ses conseils, son soutien et ses relectures tout au long de ce tra¬ 
vail ainsi qu’à Tim Browning, Cyril Démarché, Ulrich Derenthal, Dan Loughran, Emmanuel 
Peyre et Marta Pieropan pour de nombreuses discussions éclairantes. 


2. Estimations de sommes liées à la fonction r 

Plus précisément, on considère x = (xi,x 2 ), Fi et F 2 deux formes linéaires binaires 
dans Z[xi,x 2 ], F 3 une forme quadratique dans Z[x 1 ,x 2 \ et 7Z est une région de M 2 vérifiant 
les hypothèses suivantes que l’on notera NH: 

i) Les formes iq et F 2 ne sont pas proportionnelles; 

ii) La forme quadratique F 3 est irréductible sur Q[i]; 

iii) Vx G 77, Fj(x) > 0; (2.0) 

iv) La région 77 est convexe, bornée avec une frontière continûment différentiable. 


3 



K. Destagnol 


On définit 

xn = {Ix | x G TV) 

et on pose 

-Fi(x) = aixi + bix 2 , F 2 (x) = a 2 xi + 62^2 et F 3 (x) = a 3 x 2 + 63X2 + 03X1X2, 

avec les a,;, b, et c 3 entiers. Lorsque J, L G Z[xi,x 2 ] sont deux formes binaires homogènes, 
on note disc(J) le discriminant de J(x, 1) et Res(J, L) le résultant de J(x, 1) et de L(x, 1). 
On considère alors 

A = disc(F 3 ) = c 3 - 4a 3 6 3 7 ^ 0, A 12 = Res(Fi, F 2 ) = afi) 2 - a 2 bi Y 0, (2.2) 

et 

A i3 = Res (Fi, F 3 ) = a 3 b 2 + b 3 a( - c^A = F 3 (-bi, af) Y 0, 
pour i G {1, 2} et, pour d = (d±, d 2) d 3 ) G N 3 , 

A(d) = {x G Z 2 | di\Fi(x.)} , 

où l’on note systématiquement (sauf mention contraire) dj|F)(x) pour d 1 |F 1 (x), d 2 |F 2 (x) 
et d 3 |F 3 (x). On introduit alors la quantité essentielle 

p(d) = p(d, Fi, F 2 , F 3 ) = # (A(d) O [0, d( 2 ) 

où l’on note systématiquement d = d\d 2 d 3 . 


On pose également 

Loo = Foo(Fi,F 2 ,F 3 ) = max{|| F, ||}, 

ofi || Fi || désigne le plus grand coefficient en valeur absolue de la forme F*, 

Too = foo (F) = sup max{|xi|, |x 2 |} 

xg7 Z 


et 


r' = r'(Fi,F 2 ,F 3 ,77) = 

sup max 

xe7e 1 

JFi(x)|,|F 2 (x)j,7|F 3 (x)|} 

On note enfin 

£ = | n G Z | 

3£ G N, 

n = 2 l (mod 2 e+2 ) j 

ainsi que £ 2 n sa projection modulo 2 n 

S 2 n = j/c G Z/2 n Z 

3£ G N, 

k = 2 e (mod 2 min fi +2,n f) } , 


et 


T) — 1 — 


1 +loglog(2) 
log(2) 


= 0.086071... 


(2.3) 


La borne S(X) <C X 2 fournie par [2], où la quantité S(X) a été définie en (1 1.1 [i . est alors 
améliorée par le résultat suivant. 


Théorème 2.1. — On suppose que les formes Fi, F 2 et F 3 et la région Tl vérifient les 
hypothèses NH (2.0) et soient £ > 0 et X ^ 1 tels que r'X l ~ £ ^ 1. On a alors 


S(X) = tt 3 vo1(77)A 2 Y [ a p + O e 


+ rlfiX 2 


(log(A)) 


T)—£ 


OÙ 



E 

1 /eN 3 


x(pY 1+U2+U3 p(p Ul ,P U2 iP U3 ) 

p 2 ( + z /2 ~\~vz ) 
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lorsque p est impair et 

a 2 = 8 lim 2" 2n # jx G (Z/2 n Z ) 2 F*(x) G S, 

Le produit a p est bien absolument convergent. 
p> 2 

On introduit alors l’ensemble 

D = {(d, D) G N 6 | di\D i% 2 \Di} 
et pour (d, D) G S, I ) 1, on pose 


2 n 


gW 'l r /F 2 (x) 
d\ 


d 2 


Fz(x) 


d‘>. 


.(2.4) 


Si X d. D i = SIX d. D: Ti F ,. F., F,) = ]T r 

xeA(D)nX7^ 

Cette somme est directement liée à un problème de comptage sur la variété affine de A 8 
d’équations 

F i ( X ) = d i (s 2 i +t 2 i ), (z = 1,2,3) (2.5) 

où les (xi,x 2 ) sont restreints à une certaine région. 


On introduit ensuite les entiers A, O, ^3 et les formes primitives F*, F.f et Ff telles que 

Fi = UF*. (2.6) 

On considère alors 


D' = 


D i D 2 


D, 


XD^hy {D 2 ,e 2 y (d 3 , 4 ) )' 

o(D, A) = (Di, A 12 A 13 )(A> 2 , A 12 A 23 )(.D 3 , A(A 13 , A 23 )) 
avec A = (A, A 12 , A i3 , A 23 ) et 

a (D, A) = a(D , A ) = (D 1 , A 12 A 13 )(A> 2 , A 12 A 23 )(£) 3 , A (A 13 , A 23 )) 
où 


(2.7) 


A ; = (A', Aj 2 , A' 1S , A 23 ) = -j, 


A A 32 A i3 A 23 


SV J ' 

On a alors le résultat suivant, crucial en vue de l’obtention de la conjecture de Manin. 

Théorème 2.2. — Soient £ > 0 et X ^ 1 tels que r'A 1-£ ^ 1. Si on suppose que les 
formes F\ ; F 2 et F 3 et la région Tl vérifient les hypothèses NH (2.0) et que (d, D) G T), 
alors 

'Ll 0 D £ (r 00 r' + r^ 0 )a'(d, A)X 2 ' 


ou 


S(X, d, D) = tt 3 vo1(77) A 2 JJ a p (d, D) + O 

p 

x(p) 


\V~s 


u p (d, D) = 1 - 


p 


(log (X)Y 

x(pY 1+U2+U3 p (p Nl , p N2 , p N3 ) 


£ 

i^eN 3 


p 


^{N^Ni+Ns) 


avec Ni = ma x{u p (Di), zq + v p (di)} lorsque p > 2 et 


cr 2 (d, D) = <r 2 (d) = 8 lim 2~ in # x G (Z/2 n Z) z 

n—>-+oo 


Fi(x) G diS 2 n 


( 2 . 8 ) 


De plus, on a 


n^(d,D)«L £ ooJ D £ a'(d,A) 


5 




K. Destagnol 


Remarque : Le même raisonnement que celui mené dans la section 6 de [S] permet, mu- 
tatis mutandis, de se ramener au Théorème [2TT1 grâce à un changement de variables. Le 
fait que A(D) ne soit pas un réseau (contrairement au cas de [if]) est pallié en le reliant à 
une réunion de réseaux de la même manière que dans BD. Ainsi, on ne détaille pas ici la 
démonstration du Théorème 12.21 


Pour terminer cette section, dans l’optique de vérifier la conjecture de Peyre, il est bon de 
réinterpréter la constante obtenue dans le Théorème 12.21 On définit pour A G N 3 , /x G N 3 


et p premier différent de 2: 

iV A , M (p n ) = #|(x,s,t)G(Z/^Z) 


Fj(x) = p Xi (sj + t 2 ) (mod p n ), 

p w |Fi(x) 


(2.9) 


et 


cüxAp) = Km P - 5n - Xl - X2 - X3 N x ^{p n ). 

n—>-+oo 


ri—>--{-oo 

Ces quantités sont bien définies et correspondent aux densités p-adiques associées à la variété 
définie par les équations (12.51) . Pour le cas p = 2, on introduit 

Aa(2 n ) = # j(x, s,t) G (Z/2 n Z) 8 Fi(x) = dfis 2 + t 2 ) (mod 2 n ) 

et 


w d (2)= lim 2 _5n Ad(2 n ). (2.10) 

n—>-+oo 

Posant enfin ujoofilZ) la densité archimédienne associée au problème de comptage (12.51) . on 
obtient le résultat suivant, qui traduit en réalité le fait que le principe de Hasse est vérifié 
sur les torseurs décrits en section 7. 


Théorème 2.3. — Supposons que les formes F\, F 2 et F 3 et la région 1Z vérifient les 
hypothèses NH (2.0) et que (d, D) G T). Pour tout premier p >2 , on a uJ\ ttJ .(p) = cr p (d, D) 
avec A = (u p (di), u p (d 2 ), v P {d 3 )) et n = (r'p(L’i), u p (D 2 ), v p (D 3 )), u d {2) = cr 2 (d) et = 

7r 3 vol(7Z). 


3. Propriétés des fonctions p 

La fonction p a été abondamment étudiée, notamment dans [TT] . [2Y] et [ 28] ou [5]. 11 
résulte du théorème chinois que la fonction p est multiplicative dans le sens où si l’on se 
donne deux triplets d = (d 1; d 2 , d 3 ) et d' = (d \, d' 2 , d' 3 ) tels que (did 2 d 3 , d\ d.' 2 d' :i ) = 1, alors on 
a 

p(did[, d 2 d' 2 , d 3 d' 3 ) = p(d)p(d'). 

11 suffit donc de l’étudier sur les triplets de nombres premiers. Le lcmme immédiat suivant 
tiré de pli, lemme 1] permet de se ramener à ce cas. 


Lemme 3.1. — Soient F 3 , F 2 G Z[xi,x 2 ] des formes linéaires non proportionnelles et F 3 G 
Z[xi,x 2 \ une forme quadratique. Avec les notations de 112. b]) , on a pour d G N 3 , 

p(d, F\, F 2 , F 3 ) p(d',FfiFf,Ff) 

(did 2 d 3 ) 2 {d'Adff) 2 


où d' = 


d\ 


d2 


d3 


(diA)’ (diMV (dsA) 
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On a alors le résultat suivant. 


Lemme 3.2. — Soient F\, Fo des formes linéaires primitives non proportionnelles et F 3 
une forme quadratique primitive irréductible sur Q. 

a) Pour tout nombre premier p, on a 

= P (iy ,i) = P r 


b) Si p\ 2 disc(F 3 ), alors 


p(i,i, P n = ^|i + ( dl8c(F3 ' 


P 


+ p 2(v-\v/2-\) ^ ,v +1 y> 


De plus, si p est un facteur impair de disc(F 3 ) ; on a 

P { 1, 1 ,p v ) < {V + l)^+min{K(disc(F 3 )/2)j,K2j} 


et si p = 2 , 

p( l,l, 2 ")«(i/ + l )20 

c) Lorsque max{^, j/ 2 } ^ |~y~| et p impair, on a 

p(p U1 , p U2 , p U3 ) -c (o 3 + l)p 2 Ol+ I/ 2)+^3pmm{Lvp(disc(F 3 )/2)J,Lv3/2j}^ 

De plus, lorsque max{oi, z/ 2 } = 1/3 = 1 et p\ Ai 2 Ai 3 A 23? on a 

plf\p v \p vz ) < p 2 ^ + ^. 

Enfin, lorsque maxl^i,^} ^ |~y], on a 

P (2 U1 , 2" 2 , 2 V3 ) <C 2 2{yi+V2)JrV3 . 

d) Lorsque |~y] ^ min {v\, zv 2 } et pour tout nombre premier, on a 

p(p vi p 1 " 2 p 1 ' 3 ) p I/ l+ l/ 2 + 2 i/ 3 +min{i/i,î/ 2 ,t'p(Ai 2 )} 

e,) Lorsque Uj ^ ^ 1/3 ^ i/i avec {i,j} = {1, 2} et pour tout nombre premier p, on a 

P(lP Ul 1 P U2 1 P U3 ) 'C Z/ 3 p 2 ^' +y i+ y 3 +J^ 3 / 2 j ^p m in{[ 1 ^ 3 / 2 ],[fp(Ai 3 )/ 2 ]} _|_ j ^ 

où 

r p = minjz/i - fzv 3 /2], |"z/ p (A i 3 )/2]} + min{[i/ 3 /2] , |"z/ p (disc(F 3 ))/2]} . 
f) On a pour tout nombre premier p, la majoration 

p{p ui 1 P U 2 1 P U3 ) “C min |p 2 ( !/ 2 +^ 3 )+^i^p 2 (i/i+i/ 3 )+y 2 ^ _)_ iyp 20 i+v 2 )+ 3 jf | _ 


Démonstration La preuve des points a) à e) se trouve dans le lemme 3 de [5]. Démontrons 
donc le point f). En négligeant les deux conditions 

P Vl \F\{yé) et p U3 \F 3 (x), 

on obtient les majorations 

p(p v \p U2 ,p U3 ) ^ p 2(l/1+U3) p(l,p U2 ,l) =p 2iui+U3)+U2 . 

On obtient aussi la majoration 

p{p U \p U2 ,p U3 ) ^ p2(,2T,3)+,i 


en inversant les rôles de F\ et F 2 . En oubliant les deux conditions sur les formes linéaires, 
011 obtient 


p{f\p V2 ,p V3 ) ^ p 2{ui+U2) p{ 1, l,p" 3 ) 


et on conclut grâce au point b). 


□ 


7 






K. Destagnol 


Suivant toujours la section 3 de [5j, on peut déduire de ces deux lennnes que la fonction 

/(d) = ïük 

est proche, au sens de la convolution, de la fonction Ü:d4 i?(d) = rA(d 3 ) avec 

r A (i) = J2xA(k) (3.11) 

k\l 

où xa( n) — (^) est le symbole de Kronecker et A a été défini en (12.21) . On pose également h 
la fonction arithmétique satisfaisant 


/(d) = (fc*«)(d) = £> 


keN 3 

k i\ d i 


d\ d, 2 C^3 
h 1 k-2 ’ k 3 


R( k). 


Lemme 3.3. — Soient F\ et F 2 deux formes linéaires non proportionnelles et F 3 une forme 
quadratique irréductible sur Q. Avec la notation \3.11\) . on a pour tout A > 0, 


keN 3 


En particulier, 


|ù(k)| logjk^hy ^ L 

A—* hk 2 k 3 

h(k)x(kik 2 k 3 . 


£ 

OO * 


= l ( i >xax) yi 


p> 2 


keN 3 


k\k 2 k 3 


<C L 


£ 

OO* 


(3.12) 


Démonstration .- 11 suffit de remarquer que la preuve du lemme 4 de [5] dans le cas A = 1 
s’adapte immédiatement pour fournir le résultat. □ 

On définit également pour un polynôme g G Z[X\ la quantité 

p g (n ) = #{x E Z/nZ \ g(x) = 0 (mod n)} . 

11 s’agit d’une fonction multiplicative qu’il suffit donc d’étudier sur les puissances de nombres 
premiers. On aura besoin du résultat suivant (voir [6J lemme 1] par exemple). 

Lemme 3-4- — Soient g G Z[X\ de degré d ^ 2 et p un nombre premier qui ne divise pas 
le contenu de g et tel que || dise (g). Alors, pour tout v ^ 1, on a 

Pg iP u ) ^ d min jpz ,p( 1 ~' 3 ) I ',p l/_1 j . 


4. Démonstration du Théorème 12.11 

4.1. Extraction des valuations 2-adiques. — On effectue ici un raisonnement préliminaire 
similaire à celui effectué à la section 3 de [6] afin de pouvoir utiliser des décompositions sem¬ 
blables à celles de la section 3 de [24]. En utilisant les formules r(2n) = r(n ) et r(n) = 0 
si n = 3 (mod 4), on obtient l’égalité 

S(X) = '£ E 4U(x))r(F 2 (x))r(F 3 (x)) = £ S* (2~ k ’X) , 

k o^O x.ez 2 nxn fco^O 

2 fe 0||x 
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où _ 

S*( A ) = E ÙTi(x)MF 2 (x)MF 3 (x)). 

x£Z 2 nxiz 
2 +Oi ,^ 2 ) 

En regroupant les termes selon la valuation 2—adique de iq(x), on a 

S(X) = E E Sk O* 0 *) ’ 

fco^OkeN 3 

avec 5k(X) la restriction de S*(X ) aux x tels que 

î/ 2 (-Fj(x)) = ki , 2 _fci F, ; (x) = 1 (mod 4) 

et 2 | x. On a clairement que 2 fci ^ Fj(x) ^ (x') deg( Ad donc ù, : -C log(X'). On remarque 
également que min{ kj , kj} ^ z/ 2 

Lemme 4-1■ — Lorsque les conditions 

i/ 2 (Fj(x)) = ki et 2~ fei Fj(x) = 1 (mod 4) 

et 2 | x sont réalisées, il existe une matrice M G Xi 2 (Z) inversible dans Q fe//e çne les 
solutions s ’écrivent x = Mx' avec x\ = 1 (mod 4). 

Démonstration .- En raisonnant comme dans la section 3 de [6j, on peut supposer sans perte 
de généralité que a\ est impair. La première condition 

2 _fel Fi(x) = 1 (mod 4) (4.13) 

équivaut alors à l’existence de x\ = 1 (mod 4) tel que x 3 = cx 2 + c'2 kï x\ où c' G {±1} tel 
que c' = ai (mod 4) et c G [0,2 fcl+2 [ O Z tel que aie = —b 3 (mod 2 fcl+2 ). Si k\ = 0, on a 
alors automatiquement que 2 \ x et sinon, cette condition devient équivalente au fait que x 2 
soit impair. 

Intéressons-nous à présent à la deuxième condition 

2~ k 2 F 2 {x) = 1 = x\ (mod 4). 

Si on suppose la première condition vérifiée, cette condition est équivalente à 

F 2 ( cx 2 + c'2 fcl ori, x 2 ) = 2 k 2 x[ (mod 2 fc2+2 ) . 

On considère alors F 2 (X, Y) = F 2 (cY + c'2 kl X, Y) = 2 k ' 2 (aX + bY ) pour k 2 , a et b trois 
entiers tels que (2, a, b ) = 1. Soit k ' 2 > k 2 et alors les deux premières conditions n’ont pas de 
solution commune. Soit k 2 ^ k 2 et on pose 

k 2 = k 2 -k' 2 ^ 0 (4.14) 

et F”(X, Y) = 2~ k ' 2 F^X,Y) de sorte que 

F"(x\ , x 2 ) = 2 k '’ 2 x , 1 (mod 2 k ' 2+2 ^j . 

On peut écrire x 2 = a 2 x[ (mod 2 fc 2 + 2 ) pour un unique a 2 G [0, 2 fe 2+ 2 ( n Z pour obtenir 

F"( 1, a 2 ) = 2 k * (mod 2 fc = +2 ) . (4.15) 

Finalement, lorsque la première condition est vérifiée, la deuxième est vérifiée si, et seulement 

si, k 2 ^ k 2 et x 2 = a 2 x' x + 2 k ‘ 2 + 2 x ' 2 pour a 2 solution de (14.15p . De plus, si ki ^ 0, ol 2 doit 

être choisi impair. 

Posons F 3 {X,Y) = F 3 (cY + c'2 kl X,Y) = 2 k z(cX 2 + dXY + eY 2 ) pour k' 3 , c, d et e quatre 
entiers tels que (2, c, d, e) = 1 et k 3 = k 3 — k 3 lorsque k 3 ^ k 3 . L’égalité 

2~ fc3 F 3 (x) = 1 = x\ 2 (mod 4) 
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conduit alors de même à montrer que si la première condition est remplie, la troisième l’est 
si, et seulement si, k 3 ^ k 3 et s’il existe ck 3 G [0, 2 fc s+ 2 [ n Z solution de 


F"( 1, a 3 ) = 2 fc 3 ^mod 2 fc 3 +2 ) 


(4.16) 


tel que x 2 = a 3 x\ + 2 k ” +2 x 'fi q 3 devant être choisi impair lorsque Aq 7 ^ 0. Dans le cas où les 
trois conditions sont remplies simultanément, d’après ce qui précède, soit il n’existe pas de 
solution soit il existe a 2 solution de (14.15p . ck 3 solution de ()4.16jl tels que 


x 2 = a 2 x\ ^mod 2 fc 2 + 2 ^ e t X2 = a :i x\ ^rriod 2 fc 3 + 2 j . 


On a donc 


a 2 = « 3 (mod 2 min{fc ^ fc 3 }+ 2 j 

et par conséquent x 2 est de la forme x 2 = ax[ + ■ k 3)+ 2 x / 2 avec a = a 2 si k 2 fi k 3 

et a = a 3 si fc 3 ^ k 2 et pour un certain entier a/ 2 . On vient donc de montrer que si les 
conditions 

z/ 2 (E)(x)) = k u 2 ~ ki Ffix) = 1 (mod 4) 

et 2 { x admettent des solutions, ces dernières peuvent s’écrire x = Mx' avec x\ = 1 (mod 4) 
et 

c\ fl 0 \ ( c' 2 kl + ca c 2 max { fe 2 ’ fe 3'}+2 


M = M„ = 


c' 2 fcl 

0 


a 2 max { k 2 ’ k ' 3 '}+2 


a 


2 max{ k '2 , fcg }+2 


où a G [0, 2 max f fc 2’ fe 3'}+ 2 [ n Z vérifie 

F"(l, a) = 2 fc 2 (mod 2 fc 2 + 2 ) , 

F"(l, a) = 2 fc s (mod 2 fc 3 + 2 ) , 
a = 1 (mod 2 ) lorsque k\ fi 1. 

On remarque pour conclure que 

| det(M)| = 2 fcl+max f fc 2 - fc 3 >+ 2 . 


(4.17) 


□ 

(4.18) 


On majore alors 

n(k) = n(ki, k 2 , k 3 ) 

le nombre d’entiers a dans vérifiant les conditions (14.17p . 

Lemme J^.2. — On a n(k) <C 1 avec n(k) défini en ( 408 ) et où la borne ne dépend que de 
la valuation 2-adique de A* := A 12 A 13 A 23 A. 

Démonstration On commence par traiter le cas où ki fil dans lequel on sait que a doit 
être impair. On a clairement 1a. majoration suivante 

{x = —b{â{ (mod 2 fcl ) 
x G Z/2 fcl+max { fc2 ’ fe3 * +2 Z F 2 {x, 1) = 0 (mod 2 fcz ) 

F 3 (x, 1) = 0 (mod 2 fc3 ) 

où â\ désigne l’inverse multiplicatif de a\ dans Z/2 fcl Z. On a alors, dans le cas où ki fi 
max{fc 2 ,fc 3 }, l’inégalité 

n(k) <-—-= 2 max{fc2 ’ fc3} . 

En utilisant le fait que minjfcj, k{\ ^ z/ 2 (Aji) pour i G {2, 3}, on en déduit la majoration 

n(k) < 2*' 2(A * ) < 1. 
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Passons aux cas où max{fc 2 , k 3 } > k\. On traite tout d’abord le cas k 3 ^ k 2 ■ Par le 
Lennne 13.41 on a alors la majoration 

0&1+/C3 

"(k) « -j—(2 fa ) « 2 1 Vf j(i ,i ) (2 l ») « 2 fc+ ^ « 1 . 

Enfin, de la même manière, dans les cas où k 2 ^ k 3 , on obtient 

n(k) < 2 kl pF 2 ( x ,i) (2 fc2 ) < 2 fcl < 1. 

Il reste à majorer n(k) lorsque k± = 0, dans ce cas, on procède de même que ci-dessus pour 
les a impairs et on doit ajouter tous les a pairs de [0, 2 max ^ fc 2 ,fc 3 J' [ HZ qui vérifient (14.171b 
Avec la notation (14.16p . le nombre de ces a est majoré par celui des (3 tels que 

F"( 1 , 0 ) = 0 (mod 2 fc 3 ) . 

Par le Lennne 1X41 cette quantité est majorée par 2 *' 2 ( dls c(.F’j')) ce qui achève la preuve. □ 


On relie maintenant la quantité n(k) et la constante a 2 qui apparaît dans le Théorème 12.11 
Lemme 4-3. — On a 

n(k) 


cr 2 = 


Z 


22/co / ^ 2^ c l _ l _max {^2 / ’^3 5 

fco^O fci,fc 2 ,fc 3 GN 3 


où les entiers k” et k" se déduisent de k 2 et k% comme en \ 4 - 14 \) O \4-Mty - 

Démonstration - En partitionnant (Z/2 n Z ) 2 selon la valuation 2—adique de (aq,x 2 ), on 
obtient l’égalité 


o- 2 = 


lim A # | x e (Z/2 n_fc °Z ) 2 2 \ x, Fi(x) = 2 ki (mod 2 min{ki+2 ' n ~ ko} ) \ . 

QîCk.r, <én. V ) 


0 ^k Q Sbn 
,k2,k^^.n 


On vérifie aisément grâce au Lemme 13.41 que la contribution des termes tels que pour au moins 
un des ki (1 ^ i ^ 3) on ait ki + 2 > n — ko à la triple somme intérieure est négligeable. On 
peut donc s’intéresser uniquement aux triplets tels que maxjfci, k 2 , k%} ^ n — ko — 2 , ce qui 
revient à estimer 


a 2 = 8 lim 2 

n—>-+oo 


—2 n 


# jx G (Z/2"- fco Zy 


O^fcQ ^71 
O^k^ ,A^2 ,&3 S$n —/cq — 2 


2 1 x, E(x) = 2 ki (mod 2 *-+ 2 ) . 


On a vu en (14.13)) lors de la preuve du Lemme 14.11 qu’on pouvait supposer a\ impair et que 
les conditions 

z/ 2 (iù(x)) = ki , 2“ fci Fj(x) = 1 (mod 4), 2 f x 

impliquent l’existence de x' x = 1 (mod 4) tel que 

x\ = cx 2 + c' 2 fel xj (mod 2 fcl+2 ) 

avec c! G {±1} et c = ai (mod 4). Par conséquent, X\ est entièrement déterminé par la valeur 
de x 2 modulo 2 fcl+2 . On sait ensuite que si on pose x 2 = ax[ (mod 2 max l fe 2 > fe 3 , }+ 2 ^ ) alors a 
est une des n(k) solutions de (14.171) dans [0, 2 max l fe 2 > fe 3'}+ 2 [ n Z. Posant k = ma x{ki, k", k"}, 
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on constate alors que les trois conditions de congruence ne dépendent que de la classe de x 
modulo 2 k+2 . Autrement dit, on obtient 


u 2 =8 lim 2 

n—>■+oo 


—2 n 


O^fcQ^n 

0^.ki ,k 2)^3 ^n—kQ—2 


soit 


<y 2 = 


2 E^ E 


22 fc 0 / v 2 2fc + 2 

fcoîSO 0^ki,k2,kÿ 


^ ' ^(n—kQ—k—i) 

O -2 

x # (x G (Z/2 fc+ 2 Z ) 2 2 t X, Fi(x) = 2 fci (mod 2 fcî+2 ) 

2 f x, Fj (x) = 2 fc * (mod 2 fci+2 ) 


#]xG (Z/2 fc+ 2 Z) : 


Dans le cas par exemple où k — k±, cela fournit une contribution 


2 E«j E 


soit 


22/co / -y 2 2 /c i+ 2 

0^k2,ks^ki 


2 E*s e 


2 fc l-max{fc",fe"} n /j <; ^ 


n(k) 


22fco / ^ 2^1 H~ max { k!£ ,fcg }+2 ’ 

0^/c2,&3^fci 

On traite les deux autres cas de la même façon et en regroupant les trois contributions, on 
obtient finalement la formule 


1 


a 2 = 


2 N - - 

Z—/ 9 2 ko Z_^ ofci- 


n(k) 


O 2fcn / v ofci+maxffto ,feo }+2 Q / ^ ofei+max-ffei'.fe«} ’ 
fc 0 ^0 Z ..'Il “ Ô k 1 ,k 2 ,k 3 ^0 Z 


-Y — 

Q / ^ Ofci- 


n(k) 


On écrit ensuite 

S(X) = £ £ S k (2-‘»A) + ^ ]T S k (2-*°X) 

O^ko 0^max(fcj)^loglogX ko^O max(ki)>loglogX 

D’après ce qui précède, on a 

S k (X) = £s kia (X) 


□ 


(4.19) 


(4.20) 


où a parcourt les n(k) solutions de (14.171) et où 


S k , Q (X) = Y r Y ( Mx ') ) r ( F 2 (Mx') )r(F 3 (Mx')), (4.21) 

x , ez 2 nJï'R, M 

x[=m 

avec TZm = {x 7 G M 2 | Mx 7 G Tl}. L’ensemble MZ 2 = {Mx 7 | x 7 G Z 2 } est un réseau 
de covolume 

det(MZ 2 ) = det(M). 

On considère alors une base réduite (e 1; e 2 ) de TIm, c’est-à-dire une base telle que e! soit un 
vecteur non nul de norme minimale et e 2 soit un vecteur de TIm \ eiZ de norme minimale. 
Notant || x ||= max{|xi |, |x 2 |}, on écrit alors tout x G Z 2 0 XTl sous la forme 

x = Mx 7 = Àei + /ie 2 (4.22) 


pour deux entiers À et n. On pose alors 

A/(À, /F) = Fi(Xe i + /re 2 ) et F M = F'^F^F.}. 


(4.23) 
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On montre à présent que le second terme de (14.19[) est un terme d’erreur acceptable dans 
l’optique du Théorème 12.11 Pour ce faire, on a besoin des deux lemmes suivants. 

Lemme 4-4- — Pour tous e > 0 et X ^ 1, on a E <C (det(M)L 00 ) £ , où 

diX(PÏ 


n (>^)nn(» 

4 <p^X V y / i= i t 2p<^X 


P 


avec 


Pf m W = y# {(o:i, aj 2 ) e (Z/nZ ) 2 | F M (x 1 ,x 2 ) = 0 (mod n ), (x lj x 2 ,n) = l} , 


di G {0,1} et Fm défini en U-23\) . 
Démonstration On a 


n n (i+—i «i- 


î= l ,2 p^X v ^ 

Notons c(/) le contenu d’un polynôme / à coefficients entier. Lorsque p divise ô := c^F'fic^FIfic^Ffi) , 
on a une contribution majorée par 

(p + i)x(p)' 


n ( 1 + py^M) = n 


4 <p 
p\5 


4 <p 
p|5 


1 + 


P 




11(1 + < 3" (5) < 5 e < (det^L*,) 6 . 

p|5 ^ P ' 


L’inégalité élémentaire p* F ' F ' F '(p) ^ P* F >(p) + P F >ip) + Pf'( p), valable pour tout nombre 
premier p, implique que les premiers p qui ne divisent pas ô contribuent pour 

(p* F [ (p) + Pf' (p) + Pf' (p)Mp) \ 


n ('i + dkLLM^ « j] 


4<p^X 


1 + 


P 


4<p^X 

pf<5 


P 


' ' 


On peut alors aisément majorer cette contribution par 

/ 


exp 

4<p^X 

\ 

Or, on a d’une part pour i G {1,2}, 

Pp'(pMp) ^ x {p) 


(Pf'(p) + Pf'(p) + Pf'(p)Mp) 




P 


/ 


E 

4<p<X 

pf(5 

D’autre part, 


P 


E 

4<p^X 

p\S 


P 


V ^ + 0(1) < loglog(det(M)L 00 ) + 0(1). 

p 

Pt s y 


p f ^(p)x(p) ^ p F ^(x,i) (p)x(p) , , ^ N 

2^ —-< 2^ “-1-h loglog(det(M)L 00 ) + 0(1). 


4<p^X 

p\S 


P 


4 <p^X 
pjS 


P 


Pour pouvoir conclure, il nous reste donc à montrer que 

Y PK{X ^ P)X[ - P) « loglog(det(M)L 00 ) + 0(1) 


4<p^X 

p\8 


P 
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sous l’hypothèse que F 3 est irréductible sur Q[z], On voit tout de suite que 


PF'(x,l)(p) = 1 + 


( dise (Ffix, 1)) 


l 


P 


où désigne le symbole de Legendre modulo p. On décompose disc(Fg(a:, 1)) = e 3 u 3 v 3 

où £ 3 e {—1,1}, v 3 est un carré et u 3 est positif sans facteur carré. On a alors par multi¬ 
plicativité 

Pf'(x,i)(p) = 1 + x ( p ) 

Comme la forme est irréductible sur Q[z], on a u 3 fi 1 et on obtient donc un caractère de 
Dirichlet modulo u 3 non principal et distinct de y, ce qui permet de conclure la preuve. □ 



Lemme 4-5. — Soit e > 0. Lorsque X ^ 1 et k G N 3 , on a 

S k (X) « + x 'fi , (4.24) 

où 5k est définie en \fi20\) . 

Démonstration On reprend ici les notations (14.22p . Un cas particulier du résultat de 
Davenport [181 lemma 5] permet d’obtenir les estimations 

A <C -J -et p <C -J --77- 

Il e l II II e 2 II 

D’où, avec les notations (14.23p . 

Sk,„(X)« ^ r(F;(A,rt)r(F'(A^))r(F'(A^)). 

A<X/|| ei || 

*•«-*/l|e 2 1| 

On introduit alors, en notant r 0 = |r, une fonction multiplicative r\ définie de la manière 
suivante 

w • w ^ 1 ( / r o (p) = 1 + x(p) si zy = 1 

Vu premier, vu ^ 1, r dp =< ^ 

^ v ^ ' { (1 + ufi smon. 

Pour tous k, m et n entiers, on a ainsi 

r 0 (k)ro(m)r 0 (n) ^ rfikmn). 

On en déduit la majoration 

5 k , 0 (X)« J] ri (F M (X,p)) 

A«X/||e 1 || 

M<V/||e 2 || 

où F m est un polynôme de Z[xi,X 2 ] de degré 4 défini en (14.23p . On a alors 

|| F' || < (deg(iP) + 1) || M || deg ^ 

où || M || désigne le plus grand coefficient de la matrice en valeur absolue. Ici, à partir de 
l’expression de la matrice M, on voit immédiatement que || M ||<C 2 fc i+ max f fc 2,fc3}_ On a donc 
les inégalités 

Il Pm ||<^[ 2 4 ( fel+max { fe2 ’ fe 3})£ 3 ^2 fcl+max f fc2 ’ fe 3}^ / fi 
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On déduit finalement du corollaire 1 de |4j et du Lemme 14.41 la majoration 
5 k a PO < 2 £ ( fel+max { fe2 ’ fe 3^ -- + X 1+£ ] 

VII e l II • Il e 2 II J 

pour tout £ > 0. Or, on sait que pour tout réseau T, de base réduite (t>!, b 2 ), on a 

det(r) ^|| t>! || . || b 2 ||<C det(r). 

On a donc, avec les notations (14.22)1 . 

1 i ^ i 

|| ei || . || e 2 || "" det(M) "" 2 max ^ k ^’ k A , 

ce qui fournit finalement 

S k ,„ (X) « ( 2 m X,„ + X ' + ‘) • 

On conclut la preuve grâce au Lemme 14.21 □ 


On déduit de (14.20)1 et du Lemme I4~5l l’estimation 

/ y 2 X 1+£ \ 

C (o~ k ov\ ^ oe(fci+max{fc 2 ,fc 3 }) re [ ___i_1 

k V* ^ ^ -^oo l 22fc 0 +max{fci,fc 2 ,fe 3 } “ r 2( 1 + £ ) fe 0 J ' 

On utilise alors cette majoration pour estimer le deuxième terme de (14.19p . Traitons par 
exemple le cas de la somme 


■v=E E E 

O^fco fc 2 ,fc 3 <loglog(V) fci>loglogX 


Quitte à prendre £ assez petit, on a par des majorations élémentaires 

X 2 


Si < E E 2e(fcl+max{fc 2 ,fc 3 })^e 

fc 2 ,fc 3 <Ioglog(JV) fci>loglog X 


°° V 2 max { fcl ’ fc 2’ fe 3} 


+ x 1+£ 


X 2 


'1+e 


«£» iog(x)« £ 22 *(ÿT + A ' 

fcl>log!ogX x 

< L^X 2 (log(X)) 3£log(2) - Iog(2) < L^X 2 (log(X)) 3£log(2) -E 


On traite de la même façon le terme d’erreur et les autres cas de sorte qu’avec les nota¬ 
tions (14.211) . 


■sw = E E 5 k (2- feo X) + O 

ko^O 0^fci,fc 2 ,fc 3 <loglog(V) 


( LloX 2 \ 

\(log(X))' 7 - £ / • 


(4.25) 


On pose alors X' = r'X, Y = (r'X) 1 / 2 /(log(X)) c ' pour une constante C > 0 que l’on fixera 
plus tard et F i M (x.') = Fj(Mx'). Valables lorsque 2^ lJ2(m, rn = 1 (mod 4) et 0 ^ m ^ (X') 2 , 
les décompositions suivantes permettent de restreindre les intervalles dans lesquels varient 
les variables de façon acceptable: 

i) la décomposition 

r(m) — AA + (m) + 4:A_(m) avec A + (m) = x(d) et A_(m) = 

d\m e\m 

d^V X r m>eV X 1 

appliquée à F 2 ; m(x / ); 
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ii) la décomposition 


r(m) = 4 D + (m) + 4 D_(m) 


avec 


D+(m) = Y X(d) 

d\m 

d^X' 


et D-(m) = Y X(e), 

e\m 

m>eX r 


appliquée à F 3M (x.')] 
iii) la décomposition 

avec 


r{m ) = 4 B + (m) + 4 C(m) + 4 B_(m), 


B + (m) = Yx ( d )» C(m)= Y x(d) et B_(m) 

d\m d\m 

d^Y Y<d^X'/Y 


Y *( e )’ 

e\m 

m>eX f /Y 


appliquée à M (x'). 

On notera que, dans A_, £)_ et B-, on a respectivement e ^ y/X, e ^ X’ et e ^ Y. On 
introduit alors les quantités 

S±,±,±(X-, k > «) = (F 1 iM (x')) A± (F 2 ,m(x')) £>± (F 3 >M (x')) 

x'ez 2 nxR M 

*i=i[4] 


et 

S 0 (X-,k,a) 


de sorte que 


Y C ( L i.m(x')) r (F 2 ,m(x')) r (F 3 , M (x')) 

x'GZ 2 nJÏK M 

x'=l[4] 


S k (X) = 4 3 ^ Y S±,±,±(X-, k, a) + 4 Y^ s o( x ', k, a). 

a ±,=t,=t a 


(4.26) 


4.2. Traitement de Sq. — La contribution des sommes 5o(^;k, a) est 

S 0 (X) - V V Y, S « ( 2 "‘"V| k. a) ■ 

,/C2,&3^1og logpO a 

On montre dans cette section que la somme Sq constitue un ternie d’erreur convenable dans 
l’optique du Théorème 12.11 


Lemme 4-6. — Soient e > 0 et X ^ 1. Avec la notation \2.A) . on a 

S 0 (X) « 


LYr^r'X 2 


OO ' 


(log(X)) 1 '- 


Le reste de la section est consacrée à la démonstration de ce lemme. On s’inspire ici de la 
méthode utilisée dans la section 4 de [4]. On a clairement que 


Sb {X; k, a) « J] \C (Fi. M (x'))|r (F 2|M (x')) r (F 3>M (x')) • 


/ OX'R.j^ 

x \ =1[4] 


On pose alors 


E = < m G Z | 3d\m, tel que Y < d ^ 


et 


X 

y 

Ek 0 = {m G Z | 3x G 2~ k °XTZ tel que F\ (x) = m} 

s ko = E nE ko 
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de sorte que 

So (2~ k °X] k, a) « S 0 , m (2- k °X)\C(rn)\ 

meB ko 

où _ 

S 0 „(X)= Y. r (- F 2 (x))r(F 3 (x)). 

x6Z 2 nA"R 

(x)=m 

On en déduit donc que 

S 0 (X) « (loglog(X)) 3 E E (2~ ko X) | C{ 

fco^O m£Bk 0 

D’après [31 lemma 6], on a, lorsque 2 k ° E \/X, 

r'2~ ko X log log(X') 9 / 4 


m) 


\ c ( m )\ < 

mSB feo 

On en déduit, pour tout X ^ 1, la majoration 

r'X log log(X') 21/4 


(log(X'))* 


S Q {X) « 


(l og (X'))2 ^ m® 


V 2 _fc ° rnax |5 0 m (2" fc °X) I + X. 


(4.27) 


On montre alors le lcmme suivant qui permet de conclure que la contribution de So donne 
un terme d’erreur convenable. 

Lemme ^.7. — II existe une constante absolue c > 0 telle que 

S 0 , m (X) « L £ 00 r 00 X(loglog(X')) c . 


Démonstration .- On adapte ici la démonstration du lemme 5 de ^j. Supposons que a\ A 0, 
alors on a 

m — bix 9 

Xi = 


et par conséquent 


F,M = 


a i 

7L 2 m + B 2 n 

Ci\ 


= F.2(m,7i) 


avec A 2 = a 2 , B 2 = aib 2 — a 2 bi et n — x 2 . On a alors 

„ , , A 3 m 2 + B 3 n 2 + C 3 mn 
FAx) = - 0 - 


= Fz(m,n) 


avec A 3 = a 3 , B 3 = a 3 b\ + b 3 a\ — c 3 b\a\ et C 3 = 0301 — 2a 3 b\. On peut remarquer que 
B 2 B 3 A 0. On pose alors 

-£>2 n/ f> 3 


_ _f_ _ _ 

2 gcd(7L 2 m, B 2 ) ’ 3 gcd( A 3 m 2 ,B 3 ,C 3 m) 


et 


A 3 m 2 


-, C' 3 (m) = 


C 3 m 


js* ( \ _ A 2 m _ 

2m gcd(A 2 m, B 2 ) ’ 3m gcd(A 3 m 2 ,B 3 ,C 3 m) : “ 3V " V gcd(X 3 m 2 , B 3 , C 3 m) ' 

On introduit enfin h := 2 x 3 x aiB 2 B 3 A* avec la notation du Lemme 14.21 et la fonction 
multiplicative r 2 définie pour p premier et v un entier naturel par 

{y + l ) 2 si p\h ou v A 2 


T2 (P U ) = 


r o(p u ) — 1 + x(p) sinon 
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de sorte que 


5 0 , m (X) ^ 16r(/r) 2 ^ r 2 (G m (n)) C ^ r 2 (G m (n)), 


n^RoaX 


n^RooX 


OU 


G m [n ) = (At 2 (rri) + B' 2 n) (A 3 (m) + -B 3 U 2 + C 3 {m)n ) . 

On rappelle qu’un nombre premier est dit fixe par un polynôme P à coefficients entiers si 
pour tout entier n, on a P(n ) = 0 (mod p). Le polynôme G m étant irréductible et primitif de 
degré 3, seuls p = 2 et p = 3 peuvent être des premiers fixes. Deux applications successives 
éventuelles du lemme 5 couplées à la remarque 8 de [2] montrent qu’il existe a G {0,1}, 
b G {0,1, 2} et 0 ^ p ^ 4 tels que 

~ G m (3 a x2 b x + fc) 

=- 3°~x~2Ï - 

soit sans premier fixe pour un certain entier k ^ 10. On déduit finalement la majoration 

So,m(X) ^ 2 (O mj 2(n)). 

n<CrooV 

Pour VoqX ^ L^X'Y et e G]0,1[, une application du théorème 2 de |2j permet d’obtenir 
l’estimation 


n ( 

p<^r a0 X \ 


x _ PG m , 2 (iJ L y- r 2 (p u )p Gm2 (P P ) 

p J ^ p u 


En utilisant le Lemme 13.41 on obtient la majoration 

y r 2 (pT)pG^ip") ^ 6 ! 27 , ^ (tz + l ) 2 ^ 6 | 27 | 1167 1200 

pu ^ p p Y 3 p% ^ p p p p 


(4.28) 


U>1 


On déduit de tout cela que les nombres premiers p qui divisent le discriminant de G m)2 ont 
une contribution à S 0>m (X) 

« L:,_r^X ]J 

p|disc(G m , 2 ) 



Une étude attentive du passage de F m à G m ^ ainsi que le lemme 1 de [2] montrent que 
disc(G mj2 ) *C L^m 6 . On en déduit donc 



« L^rooX (log log(A"') ) 1200 , 


puisqu’il est nécessaire que m ^ X' pour que So, m (X) soit non nulle. On traite maintenant 
la contribution des p qui ne divisent pas le discriminant. Pour ces nombres premiers, on a 
une meilleure majoration de PG m , 2 (p u ) •C 1, qui donne de la même façon qu’en (14.281) les 
majorations 

r2(jf)pG m , 3 (p v ) CC Y ^ U + X ) 2 çy JL 

f ^ nr\V t ^ 29 ^ Tp 1 

Cela permet de négliger tous les exposants v ^ 2. O 11 en déduit donc finalement 


5„, m (X)«i^r 00 X(loglog(X')) 12M 

P<^rooX ^ P 

Ptdisc(G mj2 ) 



r 2 (p)PG m , a (p) 


p 
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soit 


So,m(X) « ^ooWY(loglog(X')) 120 ° 
« L £ 00 r 00 X(loglog(X')) 12 °° 


n 


P*Cr ooX 

ptdisc(G mj2 ) 


1 + 


( r 2 (P) ~ l)PG m , 2 (p) 
P 


n 

p-Cfoc A' 


1 + 


X(p)pG rn n(p) 


P 


« L^r oo X(l O glog(X / )) 1200+o(1) . 

On raisonne ici comme lors de la preuve du Lemme [4.4l et on utilise le fait que pour tout p F 5. 
p Gm2 (p) — PGm(p) I e fait que G m est irréductible sur Q[z], Dans le cas contraire, lorsque 
n ^ L^X'Y, on a 

r 2 (O m , 2 (n)) < G m , 2 (n) e < L^( X') £ <C L e 00 r 00 e X e . 

La dernière majoration découle de l’inégalité r' ^ 2L 00 r 00 . D’où, 

S 0 ,m(X) « « ^^(loglog^X)) 0 ^) 

pour e assez petit. □ 

Pour conclure, on tire finalement de la majoration (14.27)1 et du Lernrne 14.71 la majoration 

L e oo r O0 r’X 2 log log(X') 21/4+c ° 


So ( X j ^ Llj^r'X 2 log logfX') 21 /^ ^ 2 _ 2ko 


(log(X')y 


•c 


k 0 ^0 


(log(X')y 


ce qui fournit 


Sq(X) < L£ oo r oor'X 2 


(log(X'))^ 5 ' 

Puisque l’hypothèse r'X 1 ~ £ ^ 1 garantit que log(X') log(X), cette estimation est con¬ 
venable pour obtenir le Lemme 14.61 Ceci achève le traitement de Sq. 

4.3. Traitement des S± t ± ; ± et fin de la preuve du Théorème 12.11 — On traite ici le 
cas de S-- _(X; k, a) qui est le plus délicat, les autres cas se traitant de manière similaire. 
On utilise dans la suite les notations Vj. = Y , V 2 = \fxj, V 3 = X' et on pose 

Fi(Mx') > r'd x Y~ x 

72 


^M, 4 ,d = { x c zp n 71 m 


F 2 ( Mxj > (r') 1/2 d 2 X- 1 / 2 

r'd 3 
X 


F 3 ( Mxj > ^ 


On a 


x\ = 1[4] 

F_,_,_(X;k,a) = ^ X (did 2 d 3 )# (A M (d)nX^) 


den 3 

di^Vi 


où A M (d) = A(d, F 1>m , F 2 ) m, F 3i m). On applique alors le lemme de géométrie des nombres 
suivant qui est dû à Daniel m lemme 3.2] et La Bretèche et Browning [5, lemme 5]. 

Lemme 4-8 . — Soient e > 0, F x , F 2 et F 3 des formes vérifiant les hypothèses NH (2.0), 
X ^ 1, V\, V 2 , V 3 ^ 2 et V = ViV 2 V 3 . Alors il existe une constante absolue A > 0 telle que 

P( d ) 


E 

deN 3 

diXV, 


#(A(d)nXF 4 ,d)-vol(X d )X^ 


A(did2d 3 ) 


CLUr^xW+V) log(X) A , 


avec TZ d C 7Z une région de frontière continûment différentiable dépendant de d et où 
XTZ 4d = {x G Z 2 fl XlZ d | Xi = 1 (mod 4)}. 
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Démonstration .- Les éléments de la preuve sont dans l’article ra de Daniel ainsi que 
dans [27], [2g] et [2], Il faut simplement préciser en plus la dépendance par rapport aux 
formes et noter que la dépendance de la région par rapport à l’indice de sommation ne change 
absolument rien dans la preuve. Dernier point, le lemme se démontre pour des formes prim¬ 
itives et on passe aux formes vérifiant NH comme dans [5j. □ 

On obtient ici l’égalité 


= Y x(did 2 d 3 )-^- 


X 2 


vol(X d ' ’ ) p(d) 


deN 3 
di^V.ï 


2 fei+max{fe",fe'}+2 4 (d 1 d 2 d 3 ) 2 

+Q ( 2 < kl+k2+k3) L £ 00 (r 00 xVV+V) log(V) A " 


(4.29) 


ou 


n; 


= < x G 1Z 


F,(x) > 


r'd\ 


FM > 


r ') l Fd 2 


Y ’ ~ ' x V 2 ’ 

Posant 

T = 2< kl+k2+k3) L £ 00 (ro 0 XVv + V) log(X) A , 
un calcul élémentaire fournit alors immédiatement 

(r') 2 


FM > 


r'd 3 

X 


T 2 £ ( fci + fc 2+ fc3 )^ £ x 2 


TncX 


+ 


(log(X)) c / 2 -^ (log(X)) c - A 
Si r' ^ ?' 00 (log(X)) A+1 , l’estimation précédente donne avec C = 2 A + 8: 


F 2 £ ( ki + k 2+ k 3) l e x 2 


+ 


^ 2^(ki+k2+k3) j^e 




(log(X)) 4 ' 


M u ) = 


.(log(X)) 4 (log(X)) 7 / 

On remarque alors en utilisant le théorème 1 de [2] que 
T « S-,-,-(A;k,a) « 

« E»^ x T 0 (n„M(x)F 2 , M (x)F 3 ,M(x)) « 2'<*‘+**+*»>L^iA 2 (log(A)) 3 . 

où l’on a introduit la fonction multiplicative 

2 = r(p u ) si v = 1 
{y + l) 3 sinon. 

Cela permet d’obtenir, si r' ^ roo(log(X)) A+1 , la majoration 

F < 2 £(fcl+fc2+fe3) L^ 0 r 00 r'X 2 (log(X)) 3 - A - 1 < 2 e(fcl+fc2+fc3) L^ 0 r 00 r'X 2 (log(X)) 2 - A , 

ce qui implique que dans ce cas également 

T 1 ^ OEffe+te+fe) rE A^2 r oo r 

“ (log(A')) 3 ' 

Pour conclure le traitement du terme d’erreur, il ne reste plus qu’à remplacer X par 2~ k °X 
puis à sommer pour obtenir une contribution 

/ 2 2fc op^2 

« L ^^ o y^W‘ E 


2^(ki+k 2 +k 3 ) n nXj 


fci,fc2,fc3sSlog log(X) 


En utilisant le Lemme 14.21 on obtient 

, Xlog(X)) 3£log ( 2 ) 


« MMx 2 


(log(X)) 4 


re , X 2 

<< L - r - r MX) 
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pour e ^ l/log(2). Ceci est satisfaisant dans l’optique du Théorème 12.11 


On passe maintenant à l’étude du terme principal de 04.29p . On exploite pour ce faire 
les deux lemmes élémentaires suivants sur les séries de Dirichlet associées à des convolutions 
pour étudier 


S(V U V 2 ,V 3 )= ^x(cW 2 d 3 ) 

di^Vi 


p(di,d 2 ,d 3 ) 

(did 2 d 3 ) 2 


(4.30) 


Lemme 4-9. — Soient A > 0, g, w deux fonctions arithmétiques et C, C, C" trois con¬ 
stantes telles que 


+oo 

E 

d= 1 

On a alors que 


\w(d)\ log(2 d) J 


d 


< 


C" et £ 


9(d) 


E 

n^.x 


(g *w){n) 


n 


+oo 

^E 


d= 1 


d^Cx 


w(d ) 

~d~ 


+ 0 


0 + 0 ((log(2a;)) A ) ' 

c , "(c , + c ,/ A 

(log(2x)) A J ' 


Démonstration- La preuve se trouve dans [6], Icnnna 5]. 


□ 


Lemme 4-10. — Soient g , w deux fonctions arithmétiques et C, C', C trois constantes 
telles que 

Y lw(i)l f e(2d) < C" et Y 3 ~^r = Clog(x)+0(C). 

d= 1 d^x 

On a alors que 

Y = ci ogW fhü + o ( C"(C + C)). 

n^fx d= 1 

Démonstration - La preuve est très similaire à celle du lemme précédent et nous ne la 
rédigeons pas ici. □ 

On établit alors le lemme suivant. 

Lemme 4-11. — Si on note V m = min{l/)}, pour tout A > 0, on a 

5(ur,v^(f) 3 n^ + o( s 4| F ). 


Démonstration - On utilise les notations du Lemme [Toi pour écrire 

G h * R)(d 1 ,d 2 ,d 3 ) 


S(V 1} V 2 ,V 3 )= x(did 2 d 3 )- 


di^Vi 


d\d 2 d 3 


ou 


X{d\d 2 d 3 )(h * R){d x , d 2 , d 3 ) = V \ h —, —\ x(ei e 2 e 3 )r A (e 3 ). 

^ V e ! e 2 e 3/ V e ! e 2 e 3 J 


21 





















K. Destagnol 


Supposons que V 3 ^ V 2 ^ V\. On commence alors par sommer sur d 3 et e 3 si bien qu’on doit 
estimer la somme suivante 


X (g) h (g, g, g) x(e 3 )r A (e 3 ) 
X X r/n 


Le Lemme 14.91 avec (7 = x r A = X * (xXa) et w = \h où h est vue simplement comme 
fonction de sa troisième variable fournit alors que cette somme est égale à 


L (!, XXa) X 


x(h )h 


d\ d,2 
ei ’ e 2 


, h 


+ 0 


log(L^ 


E 


h 


d\ d2 

ei ’ 62 


, h 


log (2 k 3 y 


où on a utilise le fait que L( l,x) = f- On somme alors désormais sur d 2 et e 2 . Le terme 
principal ci-dessus, devient par une nouvelle application du Lemme l4~9l avec toujours w = 
où h est vue comme fonction de la deuxième variable uniquement cette fois et avec g = x 


(f) H 1,xxa) XI 


x(k 2 k 3 )h^,k 2 ,k 3 ) 


k2,k^l 


k 2 k 3 


+ 0 


f_L_ 

Uog(U )- 4 


E 

k2,k^l 


h (g,ù 2 ,fc 3 )| log(2fc 2 ) 


ù 2 ù 3 



Pour traiter le terme d’erreur de la sommation sur d 3 et e 3 , on va utiliser le Lemme 14.101 
avec g = 1 et ta = \h\ vue comme fonction de sa deuxième variable pour obtenir une 
contribution 


O 



log(2k 3 ) A log( 2 fc 2 ) A 
k 2 k 3 


On effectue alors la même manipulation sur la somme sur d\ et e 3 et le Lemme 13.31 permet 
d’obtenir que les quantités de la forme 


E 

,k2,ks^l 


I h (k u k 2 , k 3 ) | log( 2 fc 3 ) A log( 2 fc 2 ) A log( 2 k 3 ) A 
k\k 2 k 3 


ont une contribution 


•C 


E 


\h (fci, k 2l k 3 )\\og(2k l k 2 k 3 f A 
hk 2 k 3 


•C L 


e 

00 5 


ce qui permet de conclure la preuve du lemme en utilisant l’expression (j3. 12j) obtenue dans 
le Lemme 13.31 □ 


On est alors en mesure de terminer la démonstration du Théorème 12.11 II ne reste plus 
qu’à introduire le ternie vol(77 d ’~’~) dans (14.29p . Pour ce faire, on pose 


S'(-X;K)= E 

di^Vi 


x(did 2 d 2 )p(à)Yo\(Jl A ’ ) 
(Ù1Ù2Ù3) 2 


On s’inspire alors de ! 8 . section 7.3] et on écrit 


(4.31) 


vol(77-’-’-) 



1 ( x )d x . 

a 
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En réinjectant dans (14.311) et en intervertissant les sommations, on aboutit à 

x(did 2 <i 2 )p(d) 


s'(x-n) = 


di^min{y,Fi(x)r' 1 Y}, 
d2^min{ s/ X',i 7 2(x)r' —1 / 2 \/X}, 
d 3 ^mm{X , ,F 3 (xy- 1 X} 


(dld 2 d 3 ) 


-dx. 


Le Lemrne f4. 11 1 permet d’obtenir l’estimation 


s\x-n) = 


vo 


wn or+oiLunx)), 

p> 2 


avec 

I{X) = I{X-,F u F 2 ,Q) = 
On établit alors l’estimation 


x£"R. 


log(min{Fi(x)r ,_1 y, F 2 (x)r /_1 / 2 -\/X, F 3 (x)r' _1 X}) 


dx. 


r 2 r e 

/(X) < £ 00 00 


(4.32) 


log(X)C 

Lorsque L > (log(A")) 1 / £ , le Lerrime 13.31 puis le changement de variables x = r^z permet¬ 
tent d’obtenir les majorations 

S'(X; K) « Lie f f dx « rlL^ [[ dz « r^. 

J J’X.Çl'R, J */||z||^l 

Ces dernières sont alors suffisantes pour établir (14.32p . Dans le cas où L ^ ^ (log(X)) 1 / £ , on 
peut majorer I(X) par la somme 


1 


x£TZ 


log(F 3 (x)r'- 1 X + 2) 


dx + 


1 


-dx+ 


1 


log(Fi(x)r'- 1 F + 2) 


dx. 


/xe7e log(F 2 (x)r'-V2x + 2) JJx&l 

Traitons par exemple le cas du premier terme ci-dessus. En effectuant un changement de 
variables x = r^z, on a 


-rlv <T r*^ 

xe7 ,log(F 3 (x)r'- 1 X + 2) ^ 00 


1 


-dz. 


Ki ^(^(zjr^r'-LY + 2) 

On peut alors constater qu’un changement de variables u = Ez (voir [5, section 6]) fait 
apparaître l’inverse de det(-E’) et ainsi, on peut intégrer plutôt sur la forme J définie par 
J(z) = Fz(E z) (voir [8]) et obtenir par exemple la majoration 


-dx < 


x&n l°g(-E 3 (x)r' l X + 2) y/log^r'-LY) JJ || z ||<i \/| log(J(z) + 2)| 

•C 


dz 


r r 


^log^r'-'X) 

Mais les inégalités r , /(2L 00 ) ^ ^ ^L^r' démontrées en section 5 de [5] ainsi que 

l’hypothèse r'X x ~ £ ^ 1 fournissent la majoration 

1 1 


log^r'-EX) ^ b f _ \ ’ 

° y 41og(X) 2 / £ J 


qui permet de conclure également dans ce cas à la majoration (14.32p . On traite de manière 
tout à fait analogue les autres cas, ce qui permet d’obtenir 


<S , -,-,-(X; k, a) = 


X 2 


2fci+max{fc2 ,&3}+2 \4/ 


7T\ 3 vol (Te) 


n l 


p> 2 


•£ r 2 
J oo oo 


X 2 


(l°g(X)) ,? 


(4.33) 
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En combinant (14.25p . (14.26p . le Lemme 14.61 (I4.33P et le Lemme 14. 3 [ on conclut à l’estimation 


sm = E E 

fco^OkeN 3 


2 2 k o+^x 2 n{\L) / 7 r\ 3 vol(T^) 


2fci+max{/c2 5^3 }+2 \ 4 / 


p> 2 


n a p+°c f L ~( r oo ^+î’L) 


2~2ko-^2 

log(X)V~e 


qui permet d’achever la preuve du Théorème 12.11 


5. Démonstration du Théorème 12.31 interprétation de la constante 

Pour A G Z, a G N et p n une puissance d’un nombre premier, on pose 

S a (A;p n ) = # {(x,y) G (Z/p n Z) 2 | p a (x 2 + y 2 ) = A (mod p n )} . 

Si a ^ n, on a clairement 

S a (A ]P n )=p 2a S 0 (A/p a ]P n - a ) 

lorsque a ^ o p (A) et S a (A-,p n ) = 0 sinon. Il suffit donc de traiter le cas a = 0, ce que fournit 
le lemme suivant issu de la section 2 de [1]. 


Lernrne 5.1. 


Lorsque p = 1 (mod 4) , on a 

So(A ]P n ) = 


p n + np n (l — ï/p) 

(1 + u p (A))p n ( 1 - 1/p) 


si i/ p (A) ^ n 
sinon. 


Lorsque p = 3 (mod 4), on a 


So(A ]P n ) 


p 2 !”/ 2 ! si ï/ p (A) ^ n 

p n (l + l/p) si u p (A) < n et 2\v p {A) 

0 sinon 


et pour p = 2, on a 


So(^4; 2 n ) 


2 n si z/ 2 (A) ^ n — 1 

2 n+1 si Vp(A) < n — 1 et = 1 (mod 4) 

0 sinon. 


5.1. Le cas p = 1 (mod 4). — On raisonne de manière similaire à la section 4 de [5] à la 
différence qu’on utilise le Lemme 15.11 On pose 

M v (p n ) = # {x G (Z/p"Z) 2 | Vp(Fi(x)) = u,} 

et 

M'M) = # {x 6 (Z/p”Z) 2 I i/ p (Fi(x)) > i/,} . 

Lorsque n > v\ + z/ 2 + z/ 3 , on a clairement la formule 

M' u {p n ) = p 2n ~ 2ui ~ 2u2 ~ 2u3 p(p ui , p U2 , p U3 ) (5.34) 

et 

M„(p”)= £ (-l)' 1+ '> + «M^ e (p"). 

ee{0,l}3 

Avec la notation (12.91) et posant rrij = max{A j, yj}, on a alors 

Nx^p n ) = p 3n+A 1+ A 2+ A 3 A _ IA ^ M v {p n ) n (! + O - + 0(nV n ). 

' rrij^Vj<n l^j^S 
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En utilisant l’identité (15.34p . en divisant par p 5n + A i+ A 2+ A 3 en faisant tendre n vers l’infini, 
on obtient 


u\Ap) = 1 


P 


E E (-D 


n(n u l+ e l n i '2+e2 r, u 3+ e 3^ 

ei+e 2 +e 3 P\P 'P ? P ) 


P 


2(v 1 +ei+V2+e2+V3+e3) 


n (i + v 3 - a)- 


ee{0,l} 3 1+7+3 

On effectue alors les changements de variables rij = Uj + ej — A j pour obtenir 


u\M = U - - 


E 


p{p 


ni+Ai „n2+A2 ,„n. 3 +A 3 


,P 


,P 


0 


P / . P 

' rn.j — A, sïn, 


,2(ni+Ai+n2+A 2 +ri3+A3) 


X J] (_i) ei +e 2 + e 3 Y[ (1 + nj-ej) 

Or, on a 

E (~mi+n-e) = 

0^e^min{l,À+n—m} 

et (1 + m — A) = #Z 0 [0, m — A]. On a donc l’égalité 


1 si A + n — m > 1 

1 + m — A siA + n — m = 0 


JJ#Zn[0,mi-Aj]x 

Î=1 

et finalement 


p(p mi , p m2 , p m3 ) 


E 


p^max{mi,Ai+m} ^max{7712+2+712} ^max} 7713+3+773}) 


jj2(mi+m2+m 3 ) jj2(max{)ni,Ai+ni}+max{m2,A 2 +n2}+max{m 3 ,A 3 +n 3 }) 

77+777,—Ai 


u\Ap) = 1 


E 


p/pmax{mi,Ai+m} pmax{777 2 +2+772} pmax{m 3 ,A 3 +n 3 }j 


O / ^' P 

^' rii> 0 ^ 


, 2 (max{mi ,Ai +ni}+max{m 2 ,A2+n 2 }+max{m 3 , A3+773}) 


On a donc bien obtenu l’identité i jJ\Ap) = a p(A, D) pour tout nombre premier p = 1 (mod 4). 

5.2. Le cas p = 3 (mod 4). — Avec les mêmes notations que lors de la section précédente, 
lorsque p = 3 (mod 4), on aboutit de la même manière à l’expression 

3 ___ ___ nfn 1 ' L+ e l n l/ 2+e 2 T) i2 3 +e 3 'i 

+ 0(n 4 p 4 


N X Ap n )=p 5n+Xi+X2+X3 U + -\ E E (- 1 ) 

' P' m.-< «rTniia 


ei+ e2 + e 3 E!ÜE>!. +e3 ) , ^ 


ee{0,li 3 

2K-A; 


P 


1 2(t'i+ei+î' 2 +e2+*'3+e 3 ) 


Passant à la limite et effectuant le même changement de variables que dans le cas précédent, 
on obtient 

3 ... ..... „. _ 

y ' ^_^^ei+Ê2+e 3 


^(p) = (i + ^) E 

' ' n • E-m • _ 


p n 2 ~\~A 2 p n 3 +\ 3 ^ 


Or, 


E 


0^e^min{l, A+n — m} 
e=n[2] 


rp2 (ni +Ài +712 + A 2 “b ^3 A3 ) 

0^ ^min {1, A — 
e i= n i \ 2 ] 


(— l) n si A + n — m > 1 

{— l) e = ^ 1 siA + n —m = 0 et2|m —A 

0 si A + n — m = 0 et 2 /m — A. 


On conclut alors comme lors de la section précédente à l’égalité cü\Ap) — cr p (d, D) pour 
tout nombre premier p = 3 (mod 4). 

5.3. Le cas p = 2. — Le Lemme 15.11 fournit immédiatement la relation 


cu d (2) = lim 2" 2n+3 # x G (Z/2 n Z 

n—>-+oo | 

où <72 (d) est définie en (12. 8 p et cud(2) en (12.10p . 


Fi A) G diS 2 n > = <72 (d), 
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5.4. Le cas de la densité archimédienne. — Enfin, pour terminer le traitement de la 
constante, il reste à regarder la densité archimédienne. On remarque pour commencer que 

cjfc(oo) = 2 6 u Jft(oo) 

où oj^(oo) est défini de la même façon que afo(oo) avec les conditions supplémentaires s, > 0 
et U > 0 pour tout 1 ^ i ^ 3. On utilise la forme de Leray en paramétrant par les U. La 
forme de Leray est par conséquent ici donnée par 


(—2 3 t 1 ù 2 ^3) 1 dsids 2 ds 3 da;idÆ2. 

En effet, la variété est définie comme le lieu des zéros des polynômes définis par 

fi (x, S, t) = - (s? + t?) 


di 


et on a 


det 


/ d/l d/2 d/3 \ 

dti dti dt\ ' 

d/i d /2 d/ 3 

dt2 dt2 dt2 

d/i d /2 d/ 3 

\ dt 3 dt 3 dt 3 ) 


= det 



On utilise ici le calcul de l’intégrale suivante 

/•^ ds 


1 0 VX- S" 

En substituant t t = d“ 1 Ej(x) — s 2 , on obtient finalement 


0 

-2/2 

0 


7T 

2 ' 


— —2' tit 2 t 3 . 


(5.35) 


(U. 


oo) = 2 


-3 


' xe7j 


n 


.y/dr'Fito 


ds,; 


V d i lF i(x)~ s l 


soit 

ujti(oo) = 7r 3 vol(7è). 

Cela achève la preuve du Théorème 12.31 


dxidx 2 


6. Démonstration du Théorème 11.11 


6.1. Passage aux torseurs et reformulation du problème de comptage. — On note 
dans la suite Z m l’ensemble des vecteurs de Z m premiers entre eux dans leur ensemble. On 
introduit également la norme de M 5 suivante 


où 


x ||= max (|x 0 |, |xi|, \x 2 \, S 1 |x 3 |,<5 1 |æ 4 |}, 


s — ^NTMÏWTMNTNTÿ. 


(6.36) 

(6.37) 


On introduit la hauteur exponentielle sur P 4 (Q), associée à la norme définie en (16.36p . définie 
par 


H 4 -. 


P 4 (Q) —► M+ 

[x 0 : Xi : x 2 : x 3 : x A ] \—y || (x 0 , x u x 2 , x 3 , x 4 ) 


avec [xo : x\ : X 2 : x 3 : xf\ choisi de telle sorte que les Xi soient des entiers premiers entre eux. 
On introduit aussi T sp \ C Aq = Spec (Q [y, z,t,u,v]) le sous-schéma définie par l’équation 


y 2 + z 2 = t 2 F 1 (u,v)F 2 (u,v)F 3 (u,v) 


(6.38) 


26 



















La conjecture de Manin pour certaines surfaces de Châtelet 


avec les conditions (y, z,t) V 0 et (u, v ) 7 ^ 0. Il s’agit d’un G 2 r torseur pour S [H, Définition 4.1]. 
On pose 

V = {d G N | p\d => p = 1 (mod 4)}. 

Lorsque do G V, alors tous les diviseurs de do sont aussi dans l’ensemble V. On introduit 
ensuite 

r(n; 7 n) = #{(a, 6 ) G Z 2 | n = a 2 + b 2 , (m,a,b) = 1}. 

On a alors clairement r(n; 1) = r(n) et on remarque que r(y 2 n] y) = 0 si y ^ T>. 

Utilisant une inversion de Mobius pour traiter la condition de coprimalité, on aboutit, 
pour y G V. à la formule suivante 


r 


(: y 2 n;y ) = ^p{k)i 

k\y 



(6.39) 


Enfin, considérant l’ensemble 

E := je G {—1,+1} 3 | E\£ 2 £o — 1> £1 — 1} 

et pour £ G E et T ^ 1 la région 


R* (T) = { (u,v) G 


|w|, |n| ^ y/T, 
£iFi(u,v)> 0 (’ 


(6.40) 


on en déduit le lemme suivant. 


Lemme 6.1. — On a N (B) = Ni(B) + O (B) où 

£ r(PF+(u,v)F+(u,v)F+(u,v)), 

keV e6 S (u,v)eZ 2 nR e (B/k£) 

où l’on note F+ = £iFi. 


Démonstration- Le lemme 2 de [S] nous garantit que N (B) = jT(B) avec 


T(B) = # 


(y, z, t; u, v ) G Z 3 x Z 2 


|| {v 2 t, uvt, u 2 t, y, z)) ||^ B, 
y 2 + z 2 = t 2 F(u, v) 


Puisque pour un ( y , z, t; u, v ) compté, on a 

|| (v 2 t,uvt,u 2 t,y, z)) ||= max{u 2 , r; 2 }|f|, 
011 en déduit, par symétrie sur le signe de t, que 


N (B) = { (y, z, t ; u, v) G (Z 3 x Z 2 ) fl T spl 


0 < ma x{u 2 ,v 2 }t < 5} . 


(6.41) 


Un raisonnement élémentaire montre que la contribution des (u, v ) tels que 

Fi(u,v)F 2 (u,v)F 3 (u,v) = 0 
est 0(1) ce qui permet d’écrire N(B) = N\ (B) + O(B) avec 

N '( B ) = l'E, E E r(t 2 F 1 ( U ,v)F 2 (u,v)F 3 (u,vy,t). 

t^B e<e{-l,+l} (u,i;)ez 2 nR e (B/q 

ic® £1£2£3 = 1 

En posant k£ — t, la formule (I6.39P fournit par conséquent 

VlqScWE E E r(fF 1 + (u,v)F}(u.v)F 3 + (u,v)). 

k&V l^B/k £;£{ — 1 , + 1 } (u,v)£Z 2 nR* (B / kt) 

l£T> e 1 e 2 £3= 1 
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On en déduit alors immédiatement la formule donnée dans l’énoncé du lennne avec eq = 1. 
Le passage à la somme sur e G E sera utile en section 7 puisque l’ensemble E sera utilisé 
pour décrire certaines classes d’isomorphie de torseurs. □ 


Dans la suite, on notera pour éviter d’alourdir les notations o;(gcd(ao,..., a n )) = cu(a 0 ,..., a n ) 
L’idée est maintenant de passer d’un problème de comptage sur 7^ p i à un problème de comp¬ 
tage sur des variétés affines de A 8 de la forme (12.511 . autrement dit d’exprimer le problème 
de comptage sur certains torseurs qui seront explicités en section 7. On introduit pour ce 
faire, lorsque d = (di,d 2 ,d 3 ), d = d±d 2 d 3 , n = ( 711 , 712 , 713 ) et d' = (d[, d' 2j d' 3 ), les notations 

C(d, n) = 3 aj ( d ' n l.n2,n 3 ) x n 2 Lü(d,rii ,rij ) —üj(d,rii ,rij ,nfc ) 

{i,j,k}={ 1.2,3} 
i<j 

et 

c'(d,d',n) = c(d, n) x 2“K d >iAW<* 2 ). 

On a alors le lemme suivant où on rappelle qu’on note r 0 = 


Lemme 6.2. — Soient n 0 , ti 1; n 2 etn 3 quatre entiers supérieurs ou égaux à 1 avec n ü G V. 
On a alors la formule suivante 


r 0 (n 0 nin 2 n 3 ) 


E E 

d.d'eü 3 mi\C{ni) 

d,id2d,3\no,did'jd' k \ni 


/7(did 2 d 3 )/i(d / 1 d / 2 )/i(d / 3 ; 
c'(d, d', n) 


-p) 


n 0 


d\d 2 d 3 


x r 0 


711 


d. [ d 2 d' 3 rn \ 


r 0 


772 


r 0 


d. 2 d\ d' 3 rn 2 ) \d 3 d\ d' 2 m 3 


n 3 


où { i,j,k} parcourt l’ensemble des permutations de {1,2,3} et où 


C( m) n P- (6-42) 

p=3(mod 4) 

^ p (ni)=l(mod 2) 
i'p(ni7i 2 n3)=0(mod 2) 


Démonstration- Utilisant la formule d’éclatement pour deux entiers (voir par exemple [5, 
lemme 10 ]), on obtient 

■r 0 (77o77i77 2 77 3 ) = ^ fi{d)r 0 T 0 ■ 

d|(nin 2 7i3 ,no) 

Dans la somme, les entiers d sont sans facteur carré et dans D lorsque 7 i 0 G T>. On compte 
alors le nombre de décompositions d = d\d 2 d 3 avec di| 77 i, d 2 \ji 2 et ^ 3 ) 773 . Posant 

N(d, n) = {(di, d 2 , d 3 ) G N 8 | d*1 77 *, et d = d\d 2 d 3 } 

le nombre de telles décompositions, on a l’égalité c(d, n) = N(d, n), lorsque d est sans 
facteur carré. En effet, c( • , n) et N( ■ , n) sont deux fonctions multiplicatives. 11 suffit donc 
de montrer qu’elles coïncident sur les nombres premiers. Soit alors p un nombre premier. 
Dans le cas où p|t7i 77 2 77 3 , on a clairement 

N(p, n) = #{7 | p\ni} = c(p, n). 


Cela permet bien de conclure à l’égalité souhaitée. On a par conséquent 


ro(77 0 77i77 2 77 3 ) 


E 

d 1 d 2 d 3 \n 0 

d ll"l. d 2 l" 2 . d 3l"3 


/7(did 2 d 3 ) 
- (A \ r ° 

c(d, n) 
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Posant 


= 


n p Mni) > 

p=l(mod 4) 


(3) 

n) = 


n ^ pK) ’ 

p= 3(mod 4) 


on a par multiplicativité, 


n 1 n 2 n 3 

r ° [ d 1 d 2 d 3 ] ~ r ° 


(P (P (P ' 
n\ n 2 n 3 

d\ d 2 d 3 


, (3) (3) (3) 

r 0 I n\ n 2 n 3 


(6.43) 


On utilise alors la formule d’éclatement pour trois entiers donnée par le lcnnne 9 de [T] pour 
le premier terme du membre de droite de (16.431) : 


ro 


n{ ) 

d\ d 2 d 3 


E 


fi(d\)n(d 2 d' :i ) 


n 


(i) 


n, 


(i) 


n 


(i) 


2uj{d' 2 ,n2/d2)+ui{d , 3 ,n 3 /d3) r(] 1 d\d! 2 à 


d i d 'j\ n k/ d k 
d'e-D 


ro 


2 “3 


d 2 d\d 3 


r o 




Concernant le deuxième terme du membre de droite de (I6.43|) . en remarquant que ro ne 
prend que les valeurs 0 ou 1 sur des entiers n’ayant que des facteurs premiers congrus à 3 
modulo 4, on a les égalités 


, (3) (3) (3) ' 

r 0 [nl'nyny = r 0 




n, 


(3) 


(. 


n 


(3) 


CM J r ° J r ° \c(n 3 ) 


I] r o 

mi\C(rii) 


n 


(3)' 


n 


(3)' 


n 


(3)’ 


m i 


r o 


m 2 


r 0 


m 3 


La seconde égalité découle du fait que pour tout rrq divisant strictement C(rii), on a 


n 


(3)’ 


n. 


(3)' 


n 


(3)' 


^0 


mi 


r 0 


m 2 


r o 


m 3 


= 0. 


En regroupant les facteurs par multiplicativité, on obtient bien la formule souhaitée. 
On note dans la suite 


□ 


F%,e = eF t + = eeiFi et F 3jë = e 2 F 3 + = e 2 e 3 F 3 , 
pour tout entier naturel e. On introduit également 

A S } = n p et A S } = n p 

pi^ij pi^ij 

p=l(mod 4) p=3(mod 4) 

et l’ensemble 


M = < 

m G N 3 

rrii 

a® a s>; 

, (m^rrij) |A§ } 

5 

{i,],k} = { 1,2,3} 


l 

yU z (mj) = 1, yjm\m 2 m 3 G PI 

J 


Posant Tl = R £ ( 1) et pour d G N fixé, 

fd(n) = Y d(k)r(ds 2 ), 

sk=n 

on déduit alors des Lemmes 16. 1 1 et 16.21 le lennne suivant. 


(6.44) 


(6.45) 


(6.46) 
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Lemme 6.3. — Avec les notations \2.4\) et d 6.40\), on a 


Ni(B) = ÿE^M^E-W^E Y 


E 


e^l 

deD 


n^N 

neV 


ses k 4 k 1 k[\gcd(A 23 ,d) k 4 k' 4 \ gcd(Ai 2 ,Ai3,A23,<Ù 
k 4 k 2 k’ 2 \ gcd(Ai 3 ,d) fc 5 fc£|Ai 2 

k 4 kzk' 3 \ gcd(Ai2,rf) 


v(K)i i (K)KK)i j -( k '4)KK) 

‘^jj(k 4 )‘2^(kz)+uj(k 4 )+ijj(k2)+idi{kz) 


Y E Md'Md',)S 


d.d'eü 3 me M 
d=did 2 d 3 ,d' i \A jk 
fcsfegldida 


de% ,e,E 


ow N = et 


E(e _1 v / T, e, E) = e, E; R e , F he , F 2 . ei F 3 , e ) 


pour T ^ 1 et avec 


e\ = did 2 d 3 mi, e 2 = d 2 d' 1 d' 2 m 2 , e 3 = d^d^d^ms, 
Ei = [ei, k 4 k 2 k 2 , fc 4 fc 3 fc 3 , dik 5 k' 5 \, 

E 2 = [e 2 , k^kik[, k 4 k 3 k 3 , k±k’ A , d 2 k 5 k' 5 \, 

E 3 = [e 3 , k±kik[, kik 2 k' 2: k^]. 


(6.47) 


Démonstration Pour (u, v ) premiers entre eux, on a 

gcd(Fj(u, v),Fj(u, u))| Aij. 
Or, grâce au Lemme 16.21 on a l’égalité 


r (l 2 Ff(u,v)F}(u,v)F}(u,v)) = 


E 

d.d'eî’ 3 

di d 2 dÿ |£ 2 , did!- d' k \ Fi (u, v) 


E 


m GM 
^i\ F i{u,v) 


(6.48) 


^(did 2 d 3 )/i(d'id2)^(d 3 ) 


(■ 


F i (u, v) \ ( F+ ( u , u) \ / F+ (u, u) 


c'(d,d',F 1 + (u, v),F 2 (u, v),F 3 (u, v)) \ ( hd 2 d 3 ) \ e\ J \ e 2 J \ e 3 

En effet, par (16.481) . un triplet m tel que rrii\C(Fi(u, v )) avec la notation (16.42p . est dans M. 
Par ailleurs, pour un triplet m G M tel que rrii\Fi(u,v) pour tout 1 ^ i ^ 3 mais rrij \ 
C(Fj(u,v)) pour un certain j, alors 

r / r r (flYF) _ „ 

\did 2 d' 3 mi J \d 2 d' 1 d 3 m 2 J \ d 3 d\d 2 rn 3 J 

L’entier d = did 2 d 3 divise i et est donc nécessairement dans V. On écrit alors i = ds et on 
obtient grâce au Lemme 16.11 


N ii B ) = ^ r ( rfs2 ) Y 1 Md' 2 )p(d 3 )s d ^ yl ( B 

d,d'ev 3 m eM 
d=did,2 ds 


dk^B 

k,d£T) 


s ^dk 

sev 


dsk 


où, pour T ^ 1, on a posé 


5d,d'.m(T) = E E 


e6E (u,v)GZ 2 nR e (T) 
e 4 \Fi(u,v),e 2 \F 2 (u,v). 
Ê3| F3(u,v) 


r ( F+(u,v) \ ( F+(u,v) \ ( F+(u,v) 

v e i J v ez / V 63 

c'(d, d', F+ (u, u), F+ (u, v), F+(u, v )) ' 
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Avec la notation (I6.46P et grâce à (16.48p . on aboutit à la formule 

Ni(B) = 4 «(”) E E 


dn^B 

dnÇT) 


d,d 'gx> 3 m GM 

d=d 1 d 2 d 3 ,d'.\A ik 


f-V 

\dn) 


On obtient alors en utilisant à nouveau (I6.48P 


5d,d-,„(r)= J] E 


E 


e£S fcifc 4 | gcd(A 2 3,d) fc 4 | gcd(Ai 2 ,Ai 3 ,A 23 ,(i) 
k 2 ki\ gcd(Ai 3 ,d) k 5 \ gcdtAi^d'^) 
fc 3 fc 4 | gcd(Ai2,d) 


3 üj(k 4 ) 2 u(ks)+u(k\)+bj(k 2 )+U)(k 3 ) 


X 


E 


{u,v)&z 2 rR e (T) 
ei\Fi(u,v),e2\F2(u,v) 
e 3 | F 3 (u,v) 


K(u,v) 


ei 


F 2 (u, v) 

e 2 


^ 3 + (u, v) 
e 3 


où la somme intérieure porte sur les couples ( u , v ) tels que 

ki = gcd(d,F 2 (u,v),F 3 (u,v))/gcd(d,Fi(u,v),F 2 (u,v),F 3 (u,v)), 
k 2 = gcd (d, Fi(u, v), F 3 (u, v))/gcd(d, F x (u, v), F 2 (u, v), F 3 (u, v)), 
k 3 = gcd (d, Fi(u, v), F 2 (u, u)) / gcd (d, F 3 (u, v), F 2 (u , v),F 3 (u, v )), 
k A = gcd(d,F l {u,v),F 2 {u,v),F 3 {u,v)), 
k 5 = gcd {d[d 2 , Fi(u, v)/di, F 2 (u, v)/d 2 ). 

Plusieurs inversions de Môbius fournissent alors 

k{K)ii{k' 2 )^)^i{k' A )ii{k' b ) 

3 Lü{ki) 2 Lü{ke,)+uj(k\)+u>{k2)+üj(kz) 


(6.49) 


5d,d-,„m = E E 


E 


e£S fc 4 fcifc , 1 |gcd(A 2 3,(i) k 4 k' 4 \ gcd(Ai 2 ,Ai 3 ,A 23 ,<i) 
k4k2k' 2 \gcd(A 13 ,d) k 5 k' 5 \ gcd(Ai 2 ,d' 1 d^) 

k4kÿk' 3 \ gcd(Ai 2 ,d) 


X 


E 


(u,î>)ez 2 nJî e (T) 

ei|Fi(rt,i;),e 2 |F 2 (ti,i;) 
e 3 | Fz(u,v) 


F i(u,v) 


ei 


F 2 ( u , v ) \ r ( F t («, v ) 


e 2 


e 3 


où la somme intérieure porte désormais sur les couples ( u , v ) tels que 

gcd (d,F 2 (u,v),F 3 (u,v)), 
hk 2 k' 2 \ gcd (d, Fi(u, v ), F 3 (u, u)), 
k 4 k 3 k' 3 \ gcd (d, Fi(u, v), F 2 (u, v )), 

& 4 & 4 I gcd(d, Fi(u, v), F 2 (u, v), F 3 (u, v)), 
k 5 k' 5 j gcd(d' 1 d' 2 , Fl(u, v)/d h F 2 (u, v)/d 2 ). 

O 11 a (e, E) e (D et on peut alors réécrire cette somme sous la forme 

M(k'Mk' 2 )M(k^)/i(k^(k' 5 


(6.50) 


Sd.d',m(T) =y £ 


E 


e 6 E fc 4 fcifc' 1 | gcd(A 23 ,d) fc 4 fe 4 l gcd(Ai 2 ,Ai 3 ,A 2 3,(i) 
fc 4 fc 2 fc 2 j gcd(Ai3,d) ksk ’ 5 1 gcd(Ai 2 ,d , 1 d^) 
fc 4 fc3fcg| gcd(Ai 2 .d) 


3 ui(k4)2^(k 5 )+uj(ki)+Lj(k2)+uj(k 3 ) 


(6.51) 


x r 

(u,v)ez 2 nVTRe(i)nA(E ) 




ei 


F 2 (u,v)\ r ( F ^(u,v) 


e 2 


e 3 


31 

























K. Destagnol 


Reste encore à enlever la condition de coprimalité sur les couples (u, v ) au moyen d’une 
dernière inversion de Mobius. Avec la notation (12.41) . la somme intérieure de (I6.5ip est alors 
égale à 


+oo 


^/i(e)5(e- 1 VT J e ) E) 


e=l 


B 

de 2 n 


, e, E ) est 


On obtient ainsi le lcnnne avec N = -r-^. Mais on peut remarquer que S 
nulle si l’on n’a pas 

I JD I JD 

d\ ^ (|cq| + \bi\)y ^ (|<3-21 + |6 2 |)y ^ et <^3 ^ (|a-31 + I& 3 I + l C3 l)^- 

En effet, on a par exemple 

I JD 

Fi e (u,v) ^ (|ai| + |6i|)emax{|u|, |n|} ^ (|ai| + \h\)\ — 

V an 

dans la région considérée. Avec la notation (16.37p . on a donc en réalité que 

d*n 2 ^ ôBï. (6.52) 

Mais pour que S ^ e, E j soit non nulle, il faut aussi imposer de 2 n ^ B et par 
conséquent, dhenh ^ B^ , ce qui, combiné avec l’inégalité (16.52p . implique l’inégalité 

d^en ^ 5B 

et démontre bien le lemme énoncé. □ 

6.2. Fin de la preuve du Théorème 11.IL — On obtient alors le théorème suivant. 
Théorème 6.1. — Lorsque B — y + 00 , on a 

N (B) — CqB log(R)(l + o(l)), 

avec 

7 r 2 /r(e) h(d)r 0 (d)(pî(d) 

eSS 


e 2 ^ 

e=l dev 


d 


X 


E 


E 


E vol ( fl '(i)) E E 

d.d'eü 3 meM 

d — d\ d% d% j d^ | Ajk 

h{k[)h{k'2)h{kz)h{k'A)h{k' b ) 


kikik' l \gcd(A23,d) k4,k’ 4 \ gcd(Ai2,Ai3,A23,d) 
k4k2k' 2 \ gcd(Ai3,<i) fcsfcgl gcd(Ai2,d' 1 d2) 
k4,k 3 k' 3 \ gcd(Ai 2 ,d) 


^Lü(k4)2^(,k 5 )+ui(k 1 )+u}(k2)+u>(k 3 ) 


a £ (e,E,e), 


avec 


a £ (e,E,e) := a £ (e, E, e), 


(6.53) 


ou 


_ e ,„ ^ ^ , 1 x(p)\ 3 x{pY 1+V2+v *p{p Ni ,p N2 ,p N3 ) 

cr pK e : tj : e ) I 1 I Z_^ 

" ' i^eN 3 


p 2 ( Ni + V2+-/V3 ) 


Ni = ma x{is p (Ei), u t + z/ p (ej)} et 


o e 2 (e, e) = 8 lim 2~" n # x G (Z/2 n Z Y 

n—>-+oo 


e deg(Fi)^.( x ) e £ . m .£ 2 
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La fin de cette section est consacrée à la preuve de ce théorème. Il permet de démontrer 
le Théorème 11.11 modulo le fait que la constante Cq soit bien la constante conjecturée par 
Peyre, ce qui fera l’objet de la section suivante. On utilise évidemment le Théorème l 2 . 2 l pour 
estimer la somme 

S(Vt, e, E) = S(Vt, e, E; U, F 1>e , F %e , iq e ) 
et obtenir le lemme suivant. 

Lemme 6.4 — Soit e > 0 tel que r\\/T) l ^ £ ^ 1. On a alors avec les notations du 
Théorème \6.1\ 

S(VT,e,E) = 7,\ 0 \(R‘(l))T]la‘ r (e,E,e)+O e:F ., (—O 

De plus, on a 

cr e (e, E, e) < (de) e a'( E, A), 

uniformément en tous les paramètres d, d', m, k, k', £i, e, e, E et d. 

On raisonne alors comme dans la preuve du lemme 9 de [5] afin d’obtenir une majoration 
uniforme de S(\/T, e, E) mis à part qu’on utilise une majoration différente pour la quan¬ 
tité det(G/(^4)) qui y apparaît. On remarque ici qu’il faut bien faire attention au fait qu’on 
travaille avec les formes £j je et qu’on a notamment une dépendance des coefficients en la 
variable e. On a ainsi le lemme suivant. 



Lemme 6.5. — Pour T ^ 1 et (e, E) G D, on a 

S(VT, e, E) < Cc(F 1 )c(F 2 )c(F 3 )(A*) 3 ((ieL 0O ) e gcd(d, e)a'(E, A) 


,T 


1 -\-£rji^-\-£ 


x lr 00 (R e (l)y- + r 00 (R e (l)) 1+£ Tï 
où l’on note c(P) le contenu d’un polynôme à coefficients entiers. 

Démonstration - On raisonne ici comme dans la section 6 de [5J. Avec les notations m , 
on pose 

Ej £3 


E' = 


gcd(£', b) gcd (E u e£ : 

Des calculs élémentaires garantissent qu’on a 

E" = E"E"E'f A 


et £3 = 


gcd(£ 3 , b 2 ) gcd(£ 3 , e 2 ^ 3 ) ' 


£ 


gcd(£i, beé 1 ) gcd(£ 2 , bei 2 ) gcd(£ 3 , b 2 e 2 £ 3 ) ' 

Mais revenant à la définition de gcd ( , on obtient avec la notation du Lemme HT 


Ei 




d\ 


gcd(£i, 6 e£i) A* gcd(di, beéi) 

En procédant de la même façon avec les indices 2 et 3, on aboutit finalement à l’inégalité 

1 d 


E" > 


On obtient alors 

E" > 


(A *) 3 gcd(di, beii) gcd (d 2 , be£ 2 ) gcd (d 3 , b 2 e 2 £ 3 ) ' 

1 d 

c(£i)c(E 2 )c(E 3 )(A *) 3 gcd(di, be ) gcd(d 2 , be ) gcd(d 3 , b 2 e 2 ) ' 
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Puisque d = d 3 d 2 d 3 est sans facteur carré, d 3 l’est aussi et donc 

1 d 


E > 


c(Fi)c(F 2 )c(F 3 )(A *) 3 gcd(di, be) gcd(d 2 , be ) gcd(d 3 , be) ' 

Pour finir, on utilise le fait que 

gcd(di, be) gcd(d 2 , be) gcd(d 3 , be) = gcd(did 2 d 3 , be) = gcd(d, be). 
pour conclure à l’inégalité 

^ c(Fi)c(F 2 )c(F 3 )(A *) 3 gcd(d, be) ' 

Cela permet de finir la démonstration du lemme exactement comme dans le lemme 9 de [5]. □ 

On a ensuite besoin de quelques résultats issus de [6j lemme 14] concernant la fonction fa 
définie en (I6.46[) pour d G V. Si d G V est sans facteur carré, alors, pour x ^ 2, on a 


E m = (MU + O (log 3 (2 + „C«0))) , 


n^.x 

nÇED 


ou 


7T 


= n ( i+ 

p\d 


(6.54) 


-î 


Pour e > 0 et 0 < 6 ^ 1, on déduit de ces résultats la majoration 


E 

n^.x 

neT> 


\fd(n)\ 


rr 


^-’E 


\fd(n)\ 


<^d £ x 1 e log(a;). 


n^x 

neT> 


n 


(6.55) 


On en déduit à présent la conjecture de Manin pour les surfaces de Châtelet considérées. 
On utilise la formule asymptotique obtenue grâce au Théorème 12.21 de Sfa/T, e, E) dans 
l’expression de Ai (B) que l’on a obtenue dans le Lemme EU Pour pallier la non uniformité 
de cette estimation, on pose 


U(B)=Ul E:e (B) = Y J U(n) s 


n^N 

nÇP 


B 

de 2 Ji 


,e,E , 


avec N défini lors du Lemme 16.31 de telle sorte que 

N i( B ) = 4E^( e )^)E E E M d i d 2)M4! 


e^l 

deT> 


d,d'eV 3 meM 

cl — d\ G?2 | jk 


X 


E 


E 


k 4 k 1 k[\ gcd(A 2 3 ,d) k 4 k' 4 \ gcd(Ai 2 ,Ai 3 ,A 23 ,(i) 
k 4 k2k' 2 \ gcd(Ai3,d) fcsfcg| gcd^i^djdj) 
k 4 k 3 k' 3 \ gcd(Ai 2 ,d) 

Avec la notation (16.5311 . on introduit alors la quantité 

1 


^(K) n(k' 2 ) n(k' 3 ) fi(k' 4 ) fi(k' 5 ) 

‘^u(k 4 )‘2^{k 3 )+uj(k 4 )+üj(k2)+ui(k 3 ) 


U(B). 


E e (B ; e, E, e) = 


Blog(B) 

Les résultats (16.54[i et (I6.55P impliquent que 

E e (B ; e, E, e 


U(B) - 4 7 r 2 vol(i? e (l)) ( x e (e, E. e)r ü {d)^{d) Bl °^ 


B —^-|-oo 


0, 
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à e, E, d. d', m, k, k', de te fixés. Pour conclure, on souhaite appliquer un théorème de 
convergence dominée et il suffit donc de montrer la majoration 


EE E E E E B*(B;e,E,e)«l. 


Pi, e6S d,d'eü 3 meM | gcd(A 2 3,d) ^4^11 gcd(Ai2,Ai3,A 2 3,d) 

d=did2d3,d' i l Aj k k^k 2 k' 2 \ gcd(Ai 3 ,<i) fc s fc^| gcd(Ai 2 ,d^) 

kik3k' 3 \ gcd(Ai 2 ,d) 


Pour ce faire, on a besoin du lcnnne suivant. 


Lemme 6.6. — Pour tout e > 0, on a 

|<7 e (e, E,e)| < d~^ +£ e e . 


Démonstration On procède en majorant chaque facteur culérien dans la définition de cr £ (e, E, e) 
en (16.53p . Pour p = 2, on peut majorer cr|(e, E, e) par 8 . Pour les p impairs, on utilise la 
majoration donnée par le point f) du Lemme [3721 On a alors 

| <J p( e ) E, e)| < (-^3 + 1 ) jvj «2 «g) 

Z.CN3 p 3 + 3 + 6 

où les Ni = max{z/ p (Ej), iq + i/ p (ei)} ont été définis dans le Lemme 16.41 On tire alors parti 
du fait que d soit sans facteur carré. On note d = d^d^ et Si = v p (di) de sorte qu’on 
peut supposer Si + 82 + £3 = 1 lorsque p\d. De plus, par définition de Ei et Aq, on voit 
que Ni ^ Vi + Si et donc on a 


n yi 


p 


nk;(e,E,e)|«n^ 

p\d p\d p\d 1 /GN 3 

On a alors 

n ^i+^2+^3 7—r _i 

P 6 = Il p 6 = a 6 

p\d p\d 

puisque d est sans facteur carré. D’autre part, 

f^[ + n+ra.rs ^ ^ H(1 + v pW) ^ ^ 

p\d i/gN 3 " p\d 

et finalement 

ni^(e,E,e)|«d> 

p\d 


□ 


En raisonnant alors comme dans la section 7 de [ 6 j et en utilisant le Lemme 16.51 on ob¬ 
tient 

E E {B ; e, E, e) <C (def gcd (d, e)a'( E, A) f + -J- 

soit 


E e (B- e, E, e) < (def gcd (d, e)a'(E, A) 


d 2 e 2 dlel die*) ’ 

1 


,9 3 ‘ 

ase 2 


Ensuite, puisque a'(E, A) concerne les formes primitives, on n’a en réalité pas de dépendance 
en e et par définition de cette quantité en (12.7p . on obtient que 

a!(E, A) <C 1 
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où la constante est indépendante des paramètres de sommation. Enfin, le fait que 


+oo 

^^(de) £ gcd(d, 

e=l d€iD 



< 1 . 


pour e assez petit nous autorise à appliquer le théorème de convergence dominée pour obtenir 
le Théorème 16.11 


7. La constante de Peyre 

Pour conclure la démonstration du Théorème O il reste à montrer que la constante Co 
obtenue dans le Théorème 16.11 est en accord avec la conjecture de Peyre m formule 5.1], 
puisqu’on peut montrer que les surfaces de Châtelet sont des variétés “presque de Fano” au 
sens de [3X1. Définition 3.1]. On note cg la constante conjecturée par Peyre. Suivant [30] 
et |34j . on a 

cg = a(S)P(S)Lu H (S( A Q ) Br ^) , 
où 

P(S) = Gal(Q, Q), Pic (S)) = Coker (Br(Q) -G Br(5)), 

a(S ) est le volume d’un certain polytope dans le dual du cône effectif et c oh (S/Aq) 51 "^) est 
un nombre de Tamagawa. 

7.1. Les facteurs a(S) et (3 (S). — Pour commencer, il est nécessaire de rappeler quelques 
éléments relatifs à la géométrie de S tirés de |15] et [16] . On considère K = Q(\/Â) le 
corps de décomposition de F ainsi que le corps biquadratique L — Q ^\/Â, i^j. Si l’on note 

Q = Gal(L/Q), on a clairement que Q = (Z/2Z) 2 engendré par la conjugaison complexe a 
et par r, la conjugaison dans K. Enfin, pour toute extension k de Q, on notera S & = 
S Xq Spec (k). 

Sur Q, on écrit également F 3 (u,v ) = ( a' 3 u + b' 3 v)(a' A u + b' 4 v), avec a 3 , a' A , b' 3 et b' A dans K 
tels que r(a' 3 ) = a' A et r(b 3 ) = b' A . En particulier, si l’on définit 

A 34 = a 3 b ' 4 - a' 4 b 3 ^ 0, (7.56) 

on a t(A 34 ) = —A 34 . Sur L, la surface S'g admet 10 diviseurs exceptionnels qui sont des 
courbes d’auto-intersection négative. Huit d’entre elles sont d’auto-intersection —1 et sont 
données pour i G {1, 2} par 


Df : u = -bi, 
et pour i G {3,4} par 

x + iy = 0; 

Di: 

u = -bi , 

x — iy = 0 

Df-- u = -b[, 

x + iy — 0; 

D~: 

u = —b[, 

x — iy = 0 

tandis que les deux dernières sont d’auto-intersection 

—2 et sont données par 

E + : t = 0, 

x + iy — 0; 

E~ : 

t = 0, x 

! 

. 

O 


On a également 

Pic(Si) = {[£*], [Df] I i e {1,2,3,4}) = <[£+], [£>+], [D+], [£>+], [B+], prl) = Z 6 
avec les relations 

[B, + ] + [A 7 ] = [ A + ] + (Al (7.57) 

pour i, j G {1, 2, 3,4} et 

Al + A + 1 + Al = Al + Al + A] (758) 
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pour {i,j,£,m} = {1,2, 3,4} et on rappelle que la formule d’adjonction fournit la relation 

4 4 

= 2 E + + Y, Dt = 2 E- + J2 D-. (7.59) 

2=1 2=1 

Or, Pic(S , Q) = Pic(S'i) et Pic(S') = (Pic(SV)) e puisque S(Q) ^ 0. Décrivons alors l’action 
de G sur le groupe de Picard géométrique. On a 

a(E + ) = E~; a(D+) = D~ 

pour tout i G {1, 2, 3,4} lorsque A > 0 tandis qu’on a 

a{E + ) = E~ ] Vie {1,2} o{Dj) = D7 ] a (D+) = D 4 " et a(D^) = D+ 

et 

r(Dt) = Dt ; r(D^) = D~ A 

les autres éléments étant fixés. On en déduit les lemmes suivants. 

Lemme 7.1. — On a Pic(S) = ([ud} 1 ], [-D+] + [Dj - ]). 

Démonstration .- Soit D = a[Df] + b[Di) + c[D{"] + d[Di] + e[E + ] + f[Dé} G Pic(S'q)). On a 
que D G Pic(S') si, et seulement si o'(D) = t(D) = D, soit si, et seulement si, 

D = (6 + c + d — e)([Df] + [D 1 ]) + f[Df] + (a — e)[D 1 ] 

+ (e — &)[Dj] + (e — c)[D.}] + (e — d)[Di ] + e[E + ] 

et D = a[Df] + b[Di) + d[Di] + c[Di] + e[E + ] + /[Df] (ce qui implique notamment c = d). 
Comme [Df] + [Dj“] G Pic(S'), on en déduit que D G Pic(S') si, et seulement si 

(j ( D — (b + c + d — e)([D^] + [ D 1 ])) = t i^D — {b + c + d — e)((D}~] + [D^ ])) 

= D-(6 + c + d- e)([D+] + [Dé]). 

Cela équivaut à e = 26 = 2c = 2d et a = b + / si bien que 

D - (b + c + d - e)([Di ] + [D 1 ]) = (a - 2 b)([Df] + [D l ]) + b [(Ug 1 ] 

et 

D — (b+ c + d — é)([D+} + [Dr]) G Z ([D+] + [Df]) © Zcu^ 1 . 

□ 


Lemme 7.2. — On a a(S ) = \. 

Démonstration .- Posons ei = uü} 1 et e 2 = [D{"] + [Df]. On sait que dans ce cas, le cône effec¬ 
tif A e ff(S') est engendré par les sommes d’éléments d’orbites des courbes d’auto-intersections 
négatives. On a par conséquent ici 


a*f(s) = <[£i +[s-], [dî]+ [£>ri, p 3 + ] + W ]+ra+ p 4 l> = <[b + ]+[£-], {Dîi+ prl). 

On utilise alors la définition suivante de la constante a(S) donnée dans 


a(S) = Vol {x G A eff (S) x 
où la mesure sur l’hyperplan 


{oj s \x) = 1} , 


H = {x G Pic(S) v ©z M | (cu s 1 ,x) = lj 

est définie dans [30]. Le cône A eff (S') est donc engendré par e\ — 2e 2 et e 2 si bien que la 
constante a(S ) est donnée par le volume de la région 

{(a;, y) G M 2 | x = 1, y > 0, x — 2y > 0}. 
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Autrement dit, on obtient la longueur du segment [0, |], soit a(S ) — □ 

On aurait également pu montrer que le groupe de Galois G = Gal(Q/Q) ne fixe au¬ 
cune (—l)-courbe et que le cardinal du groupe de Weyl associé au type de singularité 2A 4 
où les deux singularités sont conjuguées est égal à 2. La table 2 de pm ainsi que nn nous 
permettait alors d’en conclure que a(S ) = 

Pour calculer (3(S), on utilise la proposition 7.1.2 de [ 36) . qui fournit (3(S) = 2 dans le cas 
considéré dans cet article. 


7.2. Torseurs versels. — D’après [32, proposition 8.3] ou [191 proposition 2.1], on déduit 
que l’ensemble des classes d’isomorphisme de torseurs versels au-dessus de S possédant au 
moins un point rationnel est fini, ce qui permet d’exhiber une partition finie de l’ensemble des 
points rationnels de S, indexée par toute famille de représentants de ces classes d’isomorphisme. 
Contrairement à [?], il est plus délicat dans le cas de cet article de déterminer explicitement 
un tel système de représentants. 


On considère l’ensemble 

72 .. r* r Ai2 


B= </3eZ 2 xZ[A]‘ 


t(/ 3 3 ) = 0 4 , 3($j,n) G Z 2 tels que /3 3 f3 4 = f3' 3 n 

avec yfPÏP 2^3 ^ Z et n G Nq^/q (Z[ï]) 
ainsi que le sous-ensemble des /3 G B pour lesquels il existe (e, m) G S x M tels que 

0i = P 2 = OPAd 03 = ^rn 3 . 

Il est bon de noter que l’ensemble (3 G £>f 7 est infini. Pour (3 G B, on pose 7]g le sous- 
ensemble constructible de Aq = Spec (Q [X i: Y i | 0 ^ i ^ 4]) défini par les deux équations 
quadratiques invariantes sous le groupe de Galois Q suivantes 

01 = 02 = 0 


avec 


' 0f =a 2 f3 1 (X 2 + F 2 ) - ai 0 2 (X 2 + X 2 2 ) - 

A 12 


A 


34 


a 403 ^X 3 + Xj 2 + A (X 2 + Xj 2 ) + 2\/Â(X 3 X 4 + + 


a 3 f3 4 (x 3 2 + X 3 2 + A (X 2 + X 4 2 ) - 2v / Â(X 3 X 4 + X 3 X 4 )) 
0? =b 2 0i (X 2 + X, 2 ) - M 2 (X 2 + X 2 2 ) - 
A12 


A 


34 


b 4 p 3 (x| + X 2 + A (X 2 + X 4 2 ) + 2v / Â(X 3 X 4 + X 3 X 4 )) + 


b 3 0 4 (X 3 2 + X 3 2 + A (X 2 + X 4 2 ) - 2^Â(X 3 X 4 + X 3 X 4 )) j, 


et les inégalités 


et 


V^JG [0, 2] 2 , ((X, X), (Xj, Yj)) X ((0, 0), (0, 0)) 

Vz G [0, 2], ((Xj, X), (X 3 , X 3 , X 4 , X 4 )) X ((0, 0), (0, 0, 0, 0)). 
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Définissons à présent un morphisme Tïp : Tp —» S. Pour ce faire, comme dans [71 section 4], 
il suffit de définir un morphisme lêp : Tp —> % p \. Considérons alors une extension finie k 
de Q et {{x^ 2 h))o<i <4 dans Tp(k). 11 existe alors un couple (u,v) G k 2 \ {(0, 0)} tel que 

(Mi(®ï + vl) ~ hfoi'xl + yl)) 


u 


A 12 

1 


A 


34 


a 4 /?3 (x\ + yl + A + J/|) + 2 ^( 013 X 4 + 2 / 32 / 4 )) + 


a 3 /3 4 (V 3 + 2/3 + A (x| + 2 / 4 ) - 2 + 2 / 32 / 4 ) 


et 


A12 

1 


(a 2 Pi{xl + 2 / 1 ) - enfoui + 

A f &4/3 3 (x|j + 2/3 + A (x| + 2/2) + 2 v / Â(x3t:4 + 2/32/4)) + 


*34 


b 3 /3 4 (x 2 3 + 2/3 + A (x| + 2/1) - 2 ^( 013 X 4 + 2 / 32 / 4 ) 


tels que 


et 


Fi(u,v) = ^(xl + y 2 ), F 2 (u,v) = /? 2 (^1 + 2/|) 


F 3 (u,v) = /3 3 /?4 


Xo 


y 3 


'3 ~ !J3 ~ A ( Æ 4 - Vl)) + (^32/3 - A 2/32/4)" 

On remarque en particulier que la quantité F 3 {u,v)/{fi 3 fifi) est bien une somme de deux 
carrés mais une somme de deux carrés particulière puisqu’il s’agit d’une norme de L sur Q. 
On note alors ap la racine carrée positive de et n = zpzp et on considère 

x + iy = zpap (z 0 ) 2 nL Zj 


'-r- 

x — iy — ~zpap ( z, ô) 2 [Ij=i zj 
t = z 0 zj 

où l’on a posé Zj = x 3 + iy 3 pour j G {0,1, 2} et 

Z 3 = {xl - yl - A(x| - yl)) + i (x 3 y 3 - Ay 3 y 4 ). 

On a alors x 2 + y 2 = t 2 F(u,v ) et ( x,y,t,u,v ) G % p i(k), ce qui permet de définir TTp. 

Lemme 7.3. — Pour tout (3 G B, la variété Tp équipée du morphisme 7 Tp et de l’action 
naturelle de Tns définie de la même façon que dans [T| section 4] est un torseur versel pour S 
et 

S(Q)= [J MW®). 

/360m 

Démonstration- On utilisera dans la suite les notations A ÿ = Res(Fj, Ff) et A43 = — A34 
qui généralisent (12.21) et (17.56p . En particulier, on a Aÿ = —A 3i . D’après [ 7 , section 4] et 
en utilisant le formalisme développé dans [331 Example 2.4.3], on sait que sur Q, un anneau 
de Cox de S est donné par 

(7.60) 


R — Q [Zfi , Z i | 0 ^ i ^ 4]/ (A jkZfi Z i + A kiZ+Z- + A i3 Zfi Z k ) 


l^i<j<k^4 
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où div(Z^) = E ± et div(Z î ± ) = Df pour i £ [1,4]. On a plus précisément que 

(^jk Z t Z i +^ki Z f Z j + A ij Z k Z k) 1<i<j<k ^ 4 = (-Pl,2,3, ^ 1 , 2 , 4 ) 

si l’on note P t . h k la forme quadratique A j k Zf Z~ + A ki Zj~ZJ + A ijZ£Z^. Considérons alors 
les variables invariantes sous Ç suivantes 

Z t + Z k 


X h = 


v z t~ z k 

et Y k = — -— 

2 i 


pour k £ { 0 , 1 , 2 } et 


X, = 


A-X L et k 3= SL 


+ 


Z 4 


4 i 


et 


A, = 


Z 3 — Z t + Z 3 — Z 4 

4 y/Â 


et Y a = 


Zi + Z7 - Z£ - Zi 


4\fKi 


Par exemple, lorsque a ' 3 7 ^ 0, puisqu’on a 

Ab1,1,1) _ / p t p . Ai,1,1,1) _ 1 ( A P , ^ Ai,i,i,i)\ 

<P 1 — a 3-r1,2,4 _ 04*1,2,3 et P2 — — l ZA 34-' 1,2,3 + °3ri ), 

a 3 V / 

une descente galoisienne garantit qu’un anneau de Cox pour S sur Q est donné par 


R = Q[X,, Y, I 0 < Z < 

Par [36] corollary 2.3.9], un torseur versel est unique à twist près par un élément de 
if 1 (Q, Pic(S , Q)). On peut alors montrer en adaptant la preuve de [33] proposition 2.69] 
ou en utilisant [IB] theorem 7.1] que pour tout cocycle c £ i7 1 (Q, Pic(S' q)), on obtient que 
l’anneau de Cox tordu par c est de la forme 

R c — Q[Xj, Y] | 0 ^ i ^ 4]/(0f, 


pour un certain (3 £ B. 

Finalement, il reste à établir le dernier point: 

s(Q)= U ^ ("WQ)) • 

Considérons un point P £ S{ Q). Il existe alors un unique (y,z,t,u,v) £ Z 4 tel que 

{ (y,z,t) = (u,v) = 1 
t > 0 

Fi(u,v) A 0 

t 2 F 1 (u,v)F 2 (u,v)F 3 (u,v) = y 2 + z 2 

et n sp \((y, z,t,u,v)) = P avec 7T sp i l’application 7r sp i : T sp \ —> S définie dans [7] définition 4.1]. 
Lorsque F 3 (u,v)F 2 (u,v)F 3 (u,v) > 0, il existe un unique triplet (Ai, £ 2 , £ 3 ) G {— 1, H-l} 3 
avec £i = l tels que £^£3 = 1 et 

£iFi(u,v) > 0 . 

Le fait que F 3 (u,v)F 2 (u,v)F 3 (u,v) soit une somme de deux carrés implique que, lorsque 
p = 3 (mod 4), on a 

v p (F 1 (u,v)F 2 (u,v)F 3 (u,v)) = v p (Fi(u,v)) + u p (F 2 (u,v)) + u p (F 3 (u,v)) = 0 (mod 2). 

On pose alors 

m\ = JJ p, m 2 = JJ P, m 3 — JJ p, 

p=3(mod 4) p=3(mod 4) p=3(mod 4) 

Vp(F-^ (u,'u))=l(mod 2) t'p(F 2 ( u i' ü ))=l(mod 2) i/p(i i g(u,t;))=:l( mo d 2) 
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de sorte que mi\Fi(u,v). On en déduit que si p\mi, exactement une seule des deux valeurs 
v p (F 2 (u,v)) et u p (F 3 (u,v)) est impaire. On a donc que p\m\ et p\m 2 par exemple et 

/on 

puisque (u,v) = 1, cela implique que p |Aj 2 , si bien qu’on en déduit les relations 


m i 


A {3) a (3) 

^12 5 ^13 


m- 2 


A (3) a (3) ' 

^12 ! ^23 


m 3 


A O) A (3) 
^13 î ^23 


[mi, nrij 


A 


(3) 
ij ) 


et 


f 

\ m J 


0 (mod 2), 


pour tous les nombres premiers p = 3 (mod 4). De plus, mim 2 m 3 est un carré. Si par 
exemple F\ (u, v) = 0, on pose e-pm-i comme étant l’unique entier sans facteur carré tel 
que £i£ 2 £ 3 mim 2 m 3 soit un carré. 

On introduit alors Pi = epi et p 2 = £ 2 . On pose alors g le plus petit diviseur de F 3 (u, v) 
tel que e3F3 ^ u ’ v '> soit une norme de L. Nécessairement, en posant P 3 = £ 3 m 3l on a P 3 \ g 
donc on peut écrire g = P 3 n. On constate alors que, par définition de P 3 , que n est une 
norme sur Q[i], De plus, g est une norme sur K, on peut donc écrire g = /3 3 /5 4 = P 3 n 
avec r(p 3 ) = /3 4 . Ainsi, (3 G Bf s et (y, z,t,u,v) G ifp (Tp)- On peut montrer que ce (3 G B^ 
est unique comme dans la preuve de [71 Proposition 4.7]. □ 


On constate donc, en notant Xp le sous-schéma de Aq = Spec (Q[Ah, Yi \ 1 ^ i ^ 4]) défini 
par les équations çf et 0%, que Tp est égal au produit Xpx Aq. En notant Xp le complémentaire 
de l’origine dans Xp, on a un isomorphisme entre l’intersection complète de Aq° \ {0} donnée 
par les équations 

Fi(u, v) = (3^X1 + Y, 2 ), F 2 (u , v) = p 2 (X 2 + Y 2 ) 


et 


F 3 (u : v) = /3 3 f3 4 (X. 


^3 


Y 2 

1 3 


A(X 


Y 2 )Y + (X 3 Y 3 - AX 4 Y 4 Ÿ 


et le schéma Xp. Or, lors de la preuve de la conjecture de Manin, on s’est ramené à un 
problème de comptage sur certaines variétés de la forme (j2.5j) 


F i (u,v) = p i {Xf + Y?). 


On n’a par conséquent pas utilisé une descente sur les torseurs versels mais sur des torseurs 
d’un type différent que l’on explicite dans la section suivante lors de notre preuve de la 
conjecture de Manin. Cette description facilitera grandement le traitement de la constante 
afin d’établir que celle-ci correspond à la prédiction de Peyre. De plus, il apparaît difficile a 
priori d’obtenir un système de représentant des classes d’isomorphisme de torseurs versels 
et de décrire précisément les ensembles du type TTp (7p(Q)). En effet, pour ce faire, il faut 
caractériser les normes de l’extension biquadratique L. 

Il est à noter plus généralement que dans les cas des articles m, ra et [8j. le même type 
de calculs fournissent que le seul cas de la conjecture de Manin pour les surfaces de Châtelet 
où l’on utilise une méthode de descente sur les torseurs versels est celui pour lequel F est 
scindé. Dans tous les autres cas, on utilise une descente sur des torseurs d’un type différent 
dont la construction est analogue à celle de la section qui suit. 
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7.3. Les torseurs utilisés dans la preuve de la conjecture de Manin. — On décrit 
explicitement dans cette section les torseurs qui sont utilises dans la preuve du Théorème 11. il 
c’est-à-dire les torseurs qui correspondent aux variétés de la forme (12.5p . Cette description 
repose sur le formalisme développé dans 351 et 


(7.61) 


Soit T le tore algébrique dont le groupe des caractères est donné par 
T = [E + ] Z ® [D+] Z © [D+] Z ©[£>+ + Dfi] Z 0 [D^] Z 
ainsi que l’injection À : T * P1c(5q). 

Lemme 7.4- — La Q— algèbre R' := Q [X l , Y t | 0 ^ i ^ 3] /(/i), avec 


h = Xl + YÏ 


A 2 

^12 


(a 23 (a 2 + Yi) + a 31 (x 2 + y 2 2 )) (A 24 (X 2 + Yi) + a 4 i(a 2 + y 2 2 )), 


est un anneau de Cox de S de type X défini en \7.61\ ). 

Démonstration- D’après (17.591) . on a [uùt 1 ] G A (T) et ainsi l’image de À contient la classe 
d’un diviseur ample. Suivant la preuve de [55] proposition 2.71], un anneau de Cox R' de 
type À est donné par l’anneau des invariants sous le groupe de Galois Q de 

(J) 

mÇiT 

où R a été défini (I7.60P et R rn correspond aux éléments homogènes de degré m de R. Sup¬ 
posons m G T donné tel que 

77i = []cïq E + + a\Di + a 2 Dfi + afiDi + Dfi ) + a 4 Z) 1 ] 

avec a.t G Z. Pour déterminer R m , on cherche à résoudre le système linéaire donné par 


e o E+ + e o E + ^ 

3 = 1 


e 7 D ï 


— [ao E + T a i E i T a 2 Di + afiDfi + 77^) + ] , 


où les ej ^ 0. Grâce aux relations (17.571) et (I7.58|) . ce dernier est équivalent à 

°o = ^o" + e 0 
°i = Si =2 e j Y efi - e 0 
a 2 = et — e 2 Y e 0 
a 3 = e 3 - e 3 + e 0 = efi - e 4 + e 0 

«4 — Sj=l e j ~ 2 e o 

En résolvant ce système en les pour 0 ^ j ^ 4, il vient que R' est isomorphe au sous- 
anneau de R engendré par les variables 

zi; zt-, zi- zizP z 3 -z 4 - 

vérifiant la relation suivante (d’après (I7.6üp ) 

(zi zt) (zi z^ = (zi z^ (z: z^ 

{A 23 ZfiZ 1 + A 31 ZfiZ 2 ) (A 24 Z' ] f Z x + A 41 ZfiZ 2 ) . 


A 2 

^12 
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Cette dernière relation est bien invariante par le groupe de Galois Q. En considérant les 
variables Q —invariantes suivantes 


pour k G {0,1, 2} et 


*3 


il vient alors bien 


zt + Z *" 


x k = " * et Y k = 


zi - z 


k _ k 

2 i 


ZjZj + Z :i Z 4 et ^ = Zi z+ z 3 z 4 


2 i 


m = Q[X i ,Y i \0^i^3]/(f 1 ). 


□ 


À nouveau d’après |361 corollary 2.3.9], un torseur de type À est unique à twist près par un 
élément de H 1 ( Q, T). Le lemrne suivant explicite ce groupe de cohomologie // 1 (Q,T). 


Lemme 7.5. — On a la série d’isomorphismes iï 1 (Q, T) = H 1 ((7a/(Q[i]/Q), T^j = Z/2Z. 


Démonstration- Le point clé concernant les torseurs de type À est que l’action de la conju¬ 
gaison r dans K est triviale si bien que H 1 (Gai (Q/Q[î]) , T^j = {0}. Ainsi, la suite exatce 
de restriction-inflation 

0-- H 1 (Gai (Q[i]/Q), f ) -- H\ Q, T) -- H 1 (Gai (Q/Q[i]) , t) 


fournit l’isomorphisme i/ 1 (Q,T) = H 1 (Gal(Q[i]/Q), T^. Puisque le groupe Gal(Q[i]/Q) 
est cyclique d’ordre 2 engendré par la conjugaison complexe a, le groupe de cohomologie 
H 1 ( Gai (Q[i]/Q), T ) coïncide avec l’homologie du complexe 


T 


Id+o- 


Id —g 


T. 


Autrement dit, 

H 1 (Gai (Q[i]/Q), T) = Ker(a + Id)/Im(Id - a). 

On obtient alors aisément le fait que Ker(<r + Id) est engendré par 

[D+] - [Dr] ; [D+] - [D+] ; 2 [D+] - [D+ + D+] 

et que Im(Id — a) est engendrée par 

[D+] - [Dr] ; 2 [D+] - [D+] - [Dr] ; 2 [D+ + D 4 +] - 2 [D+] - 2 [Dr] . 

Il vient alors immédiatement que H 1 (Gai (Q[i]/Q) , T^j = 7Lf27L engendré par la classe 
de [Di] -[Di]. □ 


On est désormais en mesure de décrire tous les anneaux de Cox de S de type À. On s’inspire 
ici des deux preuves de [33J propositions 2.69-2.70]. Tout élément de H 1 ( Q, T) est représenté 
par un cocycle c : Gai (Q[i]/Q) —> T, lui-même déterminé par l’image c a G Hom z (T, Q[z] x ) 
de la conjugaison complexe. 
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Lemme 7.6. — Tout anneau de Cox pour S de type À est isomorphe à une Q—algèbre de 
la forme 

K ■= Q[X h Yi\0^i^ 3] /(/ï 1 ) 


avec 


et n = 


fi = n 3 (X 3 2 + r 3 2 ) - — (A 23 m(X 2 + n 2 ) + A 31 n 2 (X 2 + K, 2 )) 

^12 

x (A 24 rii(A 2 + Ij 2 ) + A 41 ?z 2 (A2 + P 2 2 )) 

(■ ni,n 2 ,n 3 ) G (Z \ {O}) 3 tels que n\n 2 n 3 soit une somme de deux carrés. 


(7.62) 


Démonstration- On sait que, pour tout anneau de Cox /?/ A pour S 1 de type A, il existe un 
cocycle c : Gai (Q[i]/Q) —» T tel que i? A soit un twist de R' défini en (17.4p . D’après [ 331 
proposition 2.41], l’action de la conjugaison complexe sur R' est la suivante: 

Om = C, ( [B + ] ) Z+; Vje{ 1,2} o(Z-) = e„ ( [£>+] ) Z+; 


et 

e(Z;Zï) = c, ( [D+ + £>+]) Z+Z+. 

En prenant les nouvelles variables suivantes, invariantes sous l’action du groupe de Galois 
Gai (Q[ï]/Q) 

_ c, Ogyp z 0 + + Z 0 - _ cçiiE+jyzi-zi 

0 2 ’ 0 2i 

Ca ([Dî]) z++ z; „ C a ({Di}) zt - z; 

Afc —---; ik — - 


2 i 


pour k G {1, 2} et 

c„ (\Pi + Dp) Zi Zi + Z; Z 


x 3 = 

il vient 


4 . v c a {[Df + Di]) ZtZi - Zf Z, 

et Y k = ——- 


2 i 


i^Q^^IO^s^/C/ï) 


avec 

/f = "31 (xl + U 2 ) - A- ( a ïï( a 'i 2 + U 2 ) + A 31t 4(A'f + y 2 2 )) 

/A 12 

x (A 24 (A 2 + n 2 ) + A 41 r4(Xf + 1 2 2 )) 

et n\ j = c a ([ Df — D]]) et n 31 = c a ([2 D] — D] — Di]). Le fait que c soit un cocycle et 
les relations (17.5711 et (I7.58P impliquent que cr(nji) = n i3 si bien n i4 G Q x pour i G {2,3}. 
En écrivant n 21 = rt 2 /n 1 et n 31 = n 3 jn \ 2 pour trois entiers n 4 , n 2 et n 3 non nuis, on obtient 
bien 

i?' A ^Q[Ab,17|0^z^3]/(/r). 

Pour conclure, il reste à établir le fait que n { n 2 n 3 est une somme de deux carrés. On a 

win 2 n 3 = n}n 21 n 31 . 


Puisque les conditions de cocycle fournissent 

OPIPMI-eDGi; «e{ 1 . 2 } ([ 0 +])a (c„([D t -])) = i 


et 

c* ([£> 3 + + £>4 ]) " M[£> a “ + £>4 ])) = 1 , 


les relations (17. 57|) et (17.58|) fournissent 

nin 2 n 3 = n\c a ( [ E + + 2Df ] ) cr (c CT ( [E + + 2Df ] ) ) 
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si bien que 711 / 12/13 est bien une somme de deux carrés. On peut établir plus précisément, 
en suivant [53 proposition 2.70] qu’étant donné (n 1; n 2 , n 3 ) G Q x , il existe un cocyclc 
c : Gai (Q[/]/Q) — > T si, et seulement si, le produit 7 / 1 / 727/3 est une somme de deux carrés. □ 

De façon analogue au Lennne 17.31 on voit que pour n tel que nin 2 n 3 soit une somme de 
deux carrés, le sous-ensemble constructible T n de Aq = Spec (Q [Ah, Y] | 0 ^ i ^ 3]) défini 
par l’équation f n donnée en (I7.62P et les inégalités 

V/ ^ j G [0, 3] 4 , ((A,, Y*), (Xj, Yj )) ^ ((0, 0), (0, 0)) 

est un torseur de type À au-dessus de S. Pour toute extension finie A; de Q et tout ( Xi , yi)o ^3 
dans T n {k), à l’aide de 

u = — (b 2 //i(xi + y\) - hn^xl + t/|)) 

^12 

et 

v = —— (—a 2 ni(xl + 7 / 1 ) + ain 2 {x\ + y 2 2 )) 

^12 

on peut définir comme en section précédente un morphisme 7r n : T n —* S. Lorsque n est de 
la forme 

Vî G ([1,3], n i = £ i m i 

pour un certain (e, m) G S x M, on note T n = T m ,e et 7r n = 7r me . On peut alors montrer 
comme lors de la preuve du Lemme 17.31 qu’on a l’égalité 

S(Q)= U ^m,e(r m , e (Q)). (7.63) 

(e,m )êSxM 


De plus, on a 




(t, u , v, £ 3 , £ 4 ) G Z 5 , (t, u, v ) = (£3, £ 4 ) = 1 
t ^ 0, £3 + £4 = t 2 F(u, v ), 

77m,e (7^n, e (Q)) = < 

[tu 2 : tuv : tv 2 : X 3 : £4] G Pq 

£iFi(u,v) > 0 > 

v p (Fi(u, v )) - m = 0 (mod 2 ) 


>« 

Fi(u, v) G EilTliS 

U' 

/ 

(t, u, v, £ 3 , £ 4 ) G Z 5 , (t, u, v ) = (£3, £ 4 ) = 1 
t ^ 0, £3 + £4 = t 2 F(u , v ), 

[tu 2 : tuv : tv 2 : X 3 : £4] G Pq 

£iFi(-u,-v)> 0 > 

v p (Fi(u, v )) - m = 0 (mod 2 ) 


>« 

Fi(-U, -V) € EiTTliS 


En effet, un point de S admet exactement deux représentants de la forme [tu 2 : tuv : tv 2 : 
X3 : X4] avec (t , u, u, X3, X4) G Z 5 et ( t,u,v ) = (£3,2:4) = 1 . 

À nouveau de la même façon qu’en section précédente, on montre, en notant Xi le sous- 
schéma de Aq = Spec (Q [X tl Y % \ 1 ^ i ^ 3]) défini par l’équation / n donnée en (17.62p . 
que T n est égal au produit y n x Aq. Si le complémentaire de l’origine dans y n , on a 
alors un isomorphisme entre l’intersection complète de Aq \ {0} donnée par les équations 

Fi(u,v) = rii(X 2 + Y 2 ). 

On retrouve ainsi une variété de la forme (12.5p et il s’agit donc bel et bien des torseurs 
utilisés dans la preuve de la conjecture de Manin en section 6. 

On donne alors deux derniers lcnnnes qui permettent d’exprimer la constante conjecturée 
par Peyre de manière adéquate à notre traitement du problème de comptage. 
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Lemme 7.7. — On a III 1 (Q, T) = {0} où 
m 1 (Q, T) = Ker (h\Q,T) 

Démonstration- Le théorème de Tate fournit raccouplement naturel non dégénéré suivant 

III 1 (Q, T) x in 2 (Q, T) —> Q/Z 

si bien qu’il suffit d’établir que III 2 (Q, T) = {0}. Puisque H 1 (Gai (Q/Q[i]) , T^j = {0}, la 
suite de restriction-inflation d’ordre 2 fournit 

0-- H 2 (Gai (Q[i]/Q), T) -- H\ Q, T) -- H 2 (Gai (Q/Q[*]) , f ) 

Montrons à présent que H 2 (Gai (Q[i]/Q), = {0}. Le groupe Gai (Q[i]/Q) étant cyclique 

engendré par la conjugaison complexe a, il vient que 

H 2 (Gai (Q[i]/Q), T) = f <<r> /Im(Id + a) = Ker(a - Id)/Im(Id + a). 

On établit comme lors de la preuve du Lemme 17.51 que Ker(a — Id) est de rang 2 engendré 
par [Df] + [Dé] et [cGT 1 ] . Or, 

[Dt] + [Dé] = (Id + a) ( [Di] ) et [c^ 1 ] = (Id + a) ( [E + ] + 2 [Df] ) 

si bien que Ker(a—Id) = Im(Id+cr) et H 2 (Gai (Q[i]/Q) , Tj = {0}. On a donc le diagramme 
commutatif suivant 

m 2 (Q, T) m 2 (Q[z],f) 

0-- H 2 ( Q, f )-- H 2 (Gai (Q/Q[i]) , f ) 

n u6 val(Q) H 2 (.Qvi f) — n u6v al (Q[î] ) H 2 (Q[z]„ t) 

qui implique que tout élément de III 2 (Q, T) appartient à III 2 (Q[i], T). Or, sur Q[i], on 
a T = Z 5 avec action triviale si bien que III 2 (Q[i],T) = {0} d’après [35, lemme 1.9], ce qui 
permet de conclure la preuve. □ 

Lemme 7.8. — On a Légalité 

S( A Q ) Br(S) = □ vr mie (T m , £ (A Q )), 

(m ,e)gM x E 

où Aq désigne l’anneau des adèles de Q. 

Démonstration- Tout d’abord, d’après [36, theorem 6.1.2] et le Lemme [7761 il vient 

S (A q ) b '* |S > = IJ 7T„ (T„ (Aq)) , 

nGN 3 

n^ri2ri3=D-(-D 


// 1 (M,T)J]^ 1 (Q P ,r) 


46 















La conjecture de Manin pour certaines surfaces de Châtelet 


oùBia(S') = r 1 ^A* T)jj, À* : H 1 ( Q, T) —ï H 1 (Q, Pic(S , Q)) est associée à l’injection À 

et r : Br(S) —> H 1 (Q, Pic(S , Q)) est l’application canonique issue de la suite spectrale de 
Hochschild-Serre H p (Q, H q (S'q, G m )) =>• H p+q (S,G m ). On a ici utilisé le fait que la sur¬ 
face S est géométriquement rationnelle auquel cas Bri(S') = Br(S'). 

De la suite exacte courte 

0-- T -- Pic(%)-- Pic(%)/f-- 0 

on tire la suite exacte 

(picfSçJ/f) 5 -► H\Q, T) H' (Q, Pic(%)) 

Or, on montre facilement que Pic (Sq)/T est de rang 1 engendré par la classe de [Lj si 
bien que 

(Pic(%)/r) 5 = {0} 

et A* est injective. Le Lemme 17.51 et la valeur de (3(S) impliquent par conséquent 

A, (ff'(Q,T)) =H' (Q.Pic(%)) 

de sorte que Br A (S') = Br (S 1 ). 

On a ainsi 

S( A Q ) B,(S) = IJ TT n (Ta (Aq)) 

nGN 3 

ri2 ît-3 =D+D 

et en particulier 

U 7w(T m , e (A Q )) C^(A Q ) Br(S) . 

m,£GMxE 

D’autre part, d’après [15], il vient S(Q) = S (Aq) B i( ' S ' > et par continuité de l’application 
7jn,e(Q) S(Q) induite par 7r m e ainsi que (17.6311 . il s’ensuit 

s {Ql = ^ (A Q ) Br(s) = IJ 7r m , e (r m , e (Q)) c |J 7w (r m , £ (Aq)) 

(m,e)EMxE (m,£)GMxE 

si bien qu’on peut conclure à l’égalité 

S( A Q ) Br(S) = J w(7m,e(A Q )). 

(m,£)GM x E 

Suivant alors l’argument utilisé dans |34j lors de la preuve du lemme 6.17, on a que tout point 
de S (A Q ) Bl(5) appartient à exactement #III 1 (Q, T) ensembles de la forme 7r me ( T m , e (Aq)) 
avec (m, e) G M x S. Le Lemme 1 7771 permet alors d’en déduire que l’union est disjointe et 
de conclure la preuve. □ 

7.4. Expression de la constante de Peyre. — Le Lemme [7781 fournit 

c s = a(S)/3(S) ^2 ^Km(r e ,m(A Q ))). 

£€S 
m GM 

On a a(S)(3(S) = 1 et on écrit 

^(7r £ , m (r £ , m (A Q ))) = Woofam) JJw p (e,m), 

p 
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où, en passant comme dans [6] aux densités sur le torseur intermédiaire F sp \ défini par 
l’équation (16.381) et au vu de (17.64p . l’on a les égalités: 


w P 0,m) = fini —# { ( u,v,y,z,t ) G (Z/p n Z) 

71—>H-oo p * 


F(u, v ) = y 2 + z 2 (mod p n ) 
5 P \(u,v), p\{y,z,t ) 


2| u p (Fi(u,v)) - ^ 
pour p ^ 2. Pour tout entier d et F G Z[xi,x 2 ], on introduit alors 

p*(d) = p*(d;F) = #{x G [0,d[ 2 | d|F(x), (aq, æ 2 , d) = 1}. 

Exactement le même type de raisonnement que dans la section 8.2 de 181 conduit, lorsque 
p f A -[ 2 A 13 A 23 , aux expressions 

x(p u )p*(p u ]F) 


(u p (£,m)= (l-lj h -1 +J] 


P 


2u 


lorsque p = 3 (mod 4) et 




X{P V )P*{P V \F) 


Z />1 


p 


au 


lorsque p = 1 (mod 4). En particulier, u;p(£,m) = u; p ne dépend ni de e ni de m. Dans le 

/"o\ /o\ /o\ 

cas p\ AyA( 3 ; A 23 ' et p = 3 (mod 4), on a (t,p) = 1 et donc on obtient 

F(u , v) = y 2 + z 2 (mod p n ) 

Pt (w,v) 

2|z/ p (E j (m,u)) - /q 

Pour p = 2, on a 


1 — - 

(n p (£,m) = lim 


71—>-+00 p 


,3 71 


# < {u,v,y,z) G ( z/p n zy 


u 2 (e, m) = ^lim_ — # <{ (u, u, p, 2 , t) G (Z/2 n Z) 5 2 f (m, u), 2 f (p, z, f) 

Fi(u,v) G £imiS 2 r 


F(u , u) = p 2 + z 2 (mod 2 n ) 


F(u,v) = y 2 + z 2 (mod 2 ”) 
2\(u,v), 2 \(y,z,t) 

Fi(—u, -v ) G £irrii£ 2 n 

On a également (2, t) — 1 et donc, grâce au Lemrne 15.11 on aboutit à l’expression 


+ lim 7 ^ 7 # { (u,v,y,z,t) G (Z/2 n Z Y 

n —>+00 z 


u 2 (s,m) = 2 lim 2 < (u,v) G (Z/2 n Z)^ 

TL —^--(-OO 1 


2 f (m, v ) 

Fi(u,v) G £irrii£ 2 n 


Noter ici qu’on a une dépendance en e et en m. Enfin on traite le cas de la densité 
archimédienne. Grâce à la symétrie du problème, on peut se restreindre à y > 0 et z > 0. 
En utilisant une forme de Leray en paramétrant en z, on obtient 

. 1 f dudvdtdy 

a; 00 (e,m)=4 lim ———— / — 

s->+oo Blog(B) J D 2 y/t 2 F(u,v) — y 2 


avec 


D = { (u,v,y,t) G 


(u, v ) G '^•(e 1 ,£ 2 ,e 3 ) (y/B/t) U ^•(-e 1 ,-£ 2 ,£ 3 ) ) 

0 < y < tyjF(u , r>), 1 < t < 5 
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La formule (I5.35P fournit alors immédiatement 

cnoo(£,m) = TT (Vol(7e (£l , £2 , £3) (l)) + Vol(Æ(_ ei _ e2|e3) (l))) = 27rvol(77 £ (l)), 
qui ne dépend que de e mais pas de m. On obtient ainsi l’égalité 

es = ^ 27rvol(77 £ (l)) u> p (e, m). (7.65) 

eGS p 

m GM 


7.5. Transformation de la constante cq. — On revient dans cette section à l’expression 
de la constante Co obtenue grâce au Théorème 16.11 que l’on met sous une forme similaire à 
celle de es en (17.65p . On réécrit cette constante c 0 sous la forme suivante 

<=0 =£ E tl(d)ro{ f‘ pHi) e vol (fl-(i)) E E 

d.d'eü 3 meM 

d=did,2d3,d' i \Aji c 

e, ( ' ? ' 66 ' ) 

2aj(fc4)2w(fc 5 )+tj(fci)+a;(fc2)+u(fc3) * ' ’ 

fc 4 fcifci|gcd(A 2 3,d) /C4/C4I gcd(Ai 2 ,Ai 3 ,A 23 ,d) 
gcd(Ai3,d) fc 5 fc'|gcd(Ai2,d' 1 d') 
k 4 ,k 3 k' 3 \ gcd(Ai2,d) 


dÇi'D 

- E E 


OU 


+00 


«r;(e,E)=Eddff'(e,E,e). 


(7.67) 


e=l 


Par multiplicativité en e de la quantité cr e (e, E, e), on peut écrire cr*(e, E) sous forme d’un 
produit eulérien 


°:(e,E) = nO> E )- 


(7.68) 


Pour p > 2, le facteur eulérien est donné par 


<p(e, E) = ( 1 


x(p) 

P 


E 

1 / 6 N 3 


x(pY 1 +U2+U3 p(p Nl ,P N2 ,P Ns ‘, Fl, F 2 , f 3 ) 

p2 (Ni+IV 2 +-/V 3 +1 ) 


où les Ni sont définis lors du Lemme 16.41 et avec 

p{p Nl ,p N2 ,p N3 ;Fi,F 2 ,F 3 ) = #{*£ (Z/p Nl+N2+N3+1 Z) 2 | p Ni \Fi(x), p\x}, 
tandis que pour p = 2, on obtient un facteur eulérien 


< 2 (e, E) = 8 lim 2" Jn # x G (Z/TZy 

n—>-+oo 1 


-Fj(x) G e-iSiE 2 n 

2 f x 


(7.69) 


On écrit alors Cq sous la forme 


c ° = vol ('^£( 1 )) c o(^,ni) 

e<EE 
m GM 
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avec 


c 0 (£,m) 



d&V 


n(d)r Q (d)ipt (d) 
d 


Y Md'Md's) 

d,d'6I>3 

d=d 1 d 2 d 3 ,d' i \Aj k 


X 


E E 

fe 4 fcifci| gcd(A 2 3 ,(i) kik' A \ gcd(Ai 2 ,Ai 3 ,A 2 3 ,ci) 
k4,k2k’ 2 \ gcd(Ai 3 ,ci) k^k' 5 \ gcd(Ai 2 ,d'^) 

^^3^3! gcd(Ai2,d) 


gcj(/c4)2 u; (^5)+^(fcl)+^(^2)+û l ;(fc3) *V ’ 


où < 7 ® (e, E) a été défini en (17.67p . De plus, en utilisant les notations (I6.47P et en posant 


e\ = did' 2 d ' 3 e 2 = d 2 d\d 3 , e ' 3 = d- 3 d\ d 2 , 


K = K, fc 4 /c 2 & 2 > k^k 3 k' 3 , ^ 4 ^ 4 , E' 2 = [e' 2 , k 3 k\k\^ k^k 3 k 3 , k^k’^ d 2 k 5 k' 5 ], 

E 3 = [e. 3 , k 3 k\k \, k±k 2 k 2 , k^k^], 
et 

64 = E" = 777,! = E 2 = 7772, 63 = E 3 = 777 3 , 

on a les décompositions e; = e'ef et E* = E[E” . On a alors TVj = max{i/ p (e') + z/;, z/ p (E')} 
lorsque p = 1 (mod 4) et N t = max{z/ p (e") + z^, z/ p (E")} lorsque p = 3 (mod 4). 

Enfin, on obtient 


< 2 (e, E) = < 2 (m) = 8 lim 2“^# x G (Z/2 n Z) J 

n—>-+oo 1 


Ej(x) G mi£i£ 2 n 
2 { x 


On pose alors 
V'| l'd, d'j = ^ 


E 


fc 4 fci| gcd(A23,d) fc 4 fc 4 l gcd(Ai 2 ,Ai 3 ,A 2 3 ,cZ) 
g cf l( A 13 ,cZ) fc 5 fc^| gcd(Ai2,d' 1 d2) 

k±k 3 k 3 1 gcd(Ai2,d) 


M^i)M^2)/4*£M fc 4M fc 5) tt _ / / p /n 

3Cj(fc4)2 Ct; (^5)+^(^l)+^(^2)+^(fc3) U- 

p=l(mod 4 ) 


puis 


et enfin 


l/ 3 (m)= l[ a*, p (e", E") 

p= 3 (mod 4 ) 

E 2 (e, m) = j< 2 ( m ) 


de sorte qu’on ait 


P 


P 


-2 


c 0 (e, m) = 27T P[ ( 1 + (l- ) ci x V 2 (e, 111 ) 03 ( 111 ) 


avec 


M(d)r 0 (d)<p*(d) /j/ u\^r(A a>\ 

ci = 2 ^- 2 - 2 ^ M“i“2)M“ 3 )U( d ,a)- 

d£V d,d'£ü 3 

d=4l42 d 3, d il A jfe 


On a ici utilisé la décomposition en produit eulérien 


71 

8 


n 1+ 


x(p)\ (, x{p) 


p 


1 - 


p 


-2 
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La stratégie pour conclure à la validation de la conjecture de Peyre est alors, suivant la 
section 9.5 de [8j, de décomposer c 0 (e,m) sous la forme 

coO, m) = 2ix JJ Cp(e, m) 

p 

et d’établir que pour tout nombre premier p, on a c p (e, m) = u; p (e, m). 


7.6. Fin de la preuve de la conjecture de Peyre. — On pose C 2 (e, m) = m) de 

sorte que C 2 (e, m) = ^(e, m). Dans le cas p = 1 (mod 4), on pose 8[ = i/ p (e^) et 

N[ = + 5 4 + 8 2 + S 3 , Ni = max{./V}, k 4 + k 2 + k' 2 , k 4 + k 3 + Kg, k 4 + k 4 , k 5 + k' 5 }, 

et 

N 2 = v 2 + $2 + 5} + 8 3 , N 2 = max{A^ 2 , k 4 + k 4 + k}, k 4 + k 3 + Kg, k 4 + k! 4 , + Kg} 

et enfin 


iVg — v 3 + ^3 + 5j + 8 2 , N 3 — max{A^g, k 4 + k,\ + k}, k 4 + K2 + k 2 , k 4 + k^}. 
Puisque r 0 (p) = 2 et par définition de <pî, on a alors 

s 


c p (e,m) = 1 -- 


p z 


0^(5 s£l 


P + 1 


£ M f ) 


0<6i ,^ 2,53 ^1 
6 l +52+53=5 


avec 


fp(8) = 


J2 (-lfl+^3 


E 


(-!)< 


0^5^min{j/p(Aj*.),l} 

<5j<5!,=0 


«4+' s 4 s S min {' 5 > l 'p( A 12) i l/ p( A 13)'‘'p( A 23)} 


3 K4 


E E 


E 




2=1 


* E 

1 /eN 3 


2 «i 2 K s 

K4+/Cj+K^min{5,i/ p (Aj fc )} K 5+ K 5^min{5' +5^,i/ p (A 12 )} 

p(p N ',p N *,p N *;F u F 2 ,F 3 ) 


(7.70) 


p 2(Vi+V 2 +V 3 +l) ’ 

avec {i,j, k} = {1, 2, 3}. Enfin, dans le cas p = 3 (mod 4), si l’on note m = z/ p (rrq), on pose 


c p (s, m) = 1 


p2 


3<+), 


ou 


= E 

t^eN 3 


(_ 1 ), 1 +, 2 +, 3 p {pN^ p N^ p N 3 . Fi) ^ 


p 2 (V 1 +V 2 +Ar 3 +l) ’ 

et avec iVi = p 4 + v 1 , iV 2 = P 2 + ^2 et iV 3 = p 3 + z/ 3 . On a ainsi 

c 0 (s, m) = 2vr JJ c p (e, m). 

p 

11 s’agit à présent de remonter la formule d’éclatement du Lemme 16.21 utilisée dans le 
passage aux torseurs. On distingue selon la congruence de p modulo 4. On commence par 
le cas p = 1 (mod 4) et on étudie la quantité 

c p O, m) = (l — Cp(e, m). 
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Pour ce faire, on ne considère dans un premier temps que la quantité 

( — l') K 4 r—-, ( — D4 

as,s')= x 1 ’ ^ 1 ’ 


E 


E 


3 K 4 ^ 2 Kl 

/t4,K^0 

K 4 + K 4^ min {^5 l/ p(^ij )} «4+Ki+Ki< m m{5,^p(A23)} 


E 


K 2 ’ k 2 

/c 4+ ,c 2+ /<; 2^ min ^ ,I/ P^13^ 


(_ 1)4 

2 K 2 


x 


E 


1)4 


E 


-1)4 


2 K3 ^ 2 K5 
« 3 ,« 2^0 K 5 ,Kg ^0 

« 4 +« 3 +« 3 < m i n {< 5 ,i'p(Ai 2 )} « 5 +/^:^ min {5^+5^ ,i/p(A 12 )} 


*e 

i/gN 3 


p{p Nl ,p N \p N ^F l ,F 2 ,F 3 ) 

p2(Ni-\-N2~\-N^-\-l) 


On raisonne comme dans la section 9.5 de [ 8 ] et on utilise, pour a et b deux entiers naturels, 
la formule 

(- 1 )“' i 


E 




2 ;min{a, 6 } * 


On commence par se placer dans le cas d’un nombre premier p = 1 (mod 4) qui divise tous 
les résultants A ir On obtient alors l’égalité 

Wi + i)fo + i)(z* + i)p' (p n i,p n Kp n ’-,Fi,f 2 ,f 3 ) 


f' r (ô. S) = £ 


/eN 3 


C(ô, N[, A', Ar') 2 min { 4 + 4 ^b^^'} p 2 (Ar (+ Jv' + iv' + i) ’ 


ou 


C(5, A}, A), A 3 ) = (3/8) min {' 5 . Ar i. Ar 2> 7 V 3}2 min f < 5 > Ar 2- Ar 3}+ min {' 5 . Ar i> Ar 3}+ min {< 5 ^2> Ar 3} 

et avec, lorsque ( 01 , 02 , 03 ) G N, 

p'(p a \p”,p^F 1 ,F 2 ,F 3 ) = #{(u,v)e(Z/p ai+ ” + ™ +1 Z) 2 | pf(«oO}- 

Il reste à voir sur quels S' = (4,, S' 2 , S' 3 ) on somme. D’après f|7.70p . on somme sur les triplets 
suivants: 

( 0 , 0 , 0 ), ( 0 , 0 , 1 ), ( 1 , 0 , 1 ), ( 0 , 1 , 1 ), ( 1 , 0 , 0 ), ( 0 , 1 , 0 ), 

si bien que 


m = E 


z^eN 3 


p t( p N i\ p N ^ p ^. Fl ,F 2 ,F 3 ) 

C(S, A", A", N^)p^ N ”+ N 2+ N 3 + 1 ) 


(O + 1)(^2 + l)(4s + 1) - 0^2(4s + 1) 


+7^1 ^3(^2 - 1) + - 1) - ^2^3(^1 + 1) - 7^1 ^3(^2 + 1) 


Y" (^1 + z/ 2 + î/ 3 + 1) 

z^eN 3 


p t( p AT" ;p iV'' )p iV'' ;Fi , F2 , F3 ) 

C(ù, IV", A", A^') p 2(ivi+iv''+iv''+i) ’ 


avec N" = v, + Si. En remarquant que pour N" fixés, il y a C(S, N", N", N") triplets S tels 
que N" — ip + Si, on peut conclure exactement comme dans [H1 section 9.5] que l’on obtient 
la quantité adéquate. 

Sans être complètement exhaustif, on traite ensuite un cas éloquent dont l’adaptation aux 
cas restants ne pose aucune difficulté. Tout d’abord, on se place dans un cas où z/ p (Ai 2 ) = 0. 
Supposons alors par exemple que z/ p (Ai 3 ) = 0 et u p ( A 23 ) ^ 1 . Dans ce cas de figure, on a 
clairement 

min{ù( + S 2 , u p ( Ai 2 ), N[, A', A 3 } = min{<5, i/ p (A 12 ), u p ( A 13 ), u p (A 23 ), A}, A', A')} = 0 
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et un examen des conditions sur les S' dans la formule (17.701) montre que la somme sur les S' 
porte sur les triplets ( 0 , 0 , 0 ) et ( 1 , 0 , 0 ), si bien qu’on obtient 

p U V N i V N 2 V N 3- Fl Fo Fri) 

fp( S ) = C'(£, iV')p 2 (W+W+^3+i) ^ + l ^ V2 + 1 ^ + + !))> 


1 /eN 3 


où 


C'(ô N' N' N') = 2 min l ^j Ys } +min{<s, iv{,Ys }+ min { 5 , iVj,iVg } 

V ^ 1 ^ 2 ^ 3/ 


Mais, le fait que p ne divise ni A 12 ni A 13 implique que nécessairement iqiq = zqz /3 = 0 de 
sorte que 


(z/i + l)(z/ 2 + l)(r / 3 + 1) - u 2 u 3 (ui + 1) = v\ + v 2 + ^3 + 1 + V\V 2 + ^1^3 = v\ + v 2 + ^3 + 1 

et on peut à nouveau conclure comme dans la section 9.5 de [8j. 

Pour finir, dans le cas p = 3 (mod 4), on a 

, _ V P ] (p 2 ^,p 2 ^,p^+^ ] Fi, F 2 , F 3 ) 

9\V) 2^ p 2(2i/i+2i/ 2 +2i/ 3 +l) 

que l’on traite comme dans la section 9.5 de [8j. Cela permet finalement de conclure à 
l’égalité 

c 0 = yz u; oo( £ > m ) m ) 

eGS p 

m eM 

et achève la preuve du fait que c 0 = cg. 
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